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sun 

L'ÉTUDE DES FONCTIONS DONNÉES 
1>AR 

LEUR DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR 

(Kxlrii i l du Journal de Malhèmaliifmss, 'i" siVin, I. V I I I , 1 8 9 » . ) 

I N T R O D U C T I O N . 

Le déve loppement de Tay lo r r end d ' i m p o r t a n t s services aux 
ma théma t i c i ens , en ra ison de sa grande général i té . Lu i seul, en 
effet, p e r m e t de représenter u n e fonct ion ana ly t i que que lconque , à 
cer ta ins cas singuliers près . 

Depuis les t r a v a u x d 'Abel et de Cauchy, on sait q u ' à t o u t e fonction 
régulière dans un cer ta in cercle correspond u n déve loppemen t de 
Taylor , et r éc ip roquement . C'est m ê m e ce déve loppemen t que 
M. Wcicrs t rass , et, en F rance , M. Méray, emplo ien t p o u r définir 
la fonct ion. 

U n poin t a é t an t donné au hasa rd , on pour ra , en général , former 
une série ordonnée s u i v a n t les puissances ent ières et posi t ives 
de x — a et qui représen te ra no t re fonction dans le vois inage du 
po in t a. Il pou r ra y avoir except ion pour certaines posi t ions par t i -
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culières du point a. C'est à ces points par t icul iers que l 'on donne le 
n o m de points singuliers. 

On peu t donc dire que se donner une fonct ion ana ly t ique non 
singulière au point .1; = o, c'est se donner une suite de coellicients at, 

a.,, . . ., a„„ . . ., tels que la série ^amx'" ne soit pas toujours diver

gente . Cette série donnera la fonction dans l ' in té r ieur de son cercle 

de convergence, et d 'ai l leurs une fonction ainsi donnée est parfai

t e m e n t déterminée, si du moins, avec la va leur de la var iable , on 

se donne le chemin pa r lequel on y about i t . 

C'est, p a r exemple, sous cet te forme que le t h é o r è m e de Briot et 
B o u q u e t fournit les intégrales d 'un sys t ème d ' équa t ions diffé
rentielles. 

Mais, si ce mode de représenta t ion est t rès uti le pour démon t re r 
l 'existence des intégrales , son emploi est t rès l imité au po in t de v u e 
de l 'é tude de ces mêmes intégrales . Le déve loppemen t de Taylor , 
en effet, ne met pas en évidence les propr ié tés de la fonction repré
sentée et semble même les masquer complè t emen t . 

Cependant , on connaî t déjà des circonstances où ce déve loppement 
peut fournir de. précieux renseignements dillieiles à obtenir p a r 
d ' au t res moyens . On sait , en effet, bis r e m a r q u a b l e s propr ié tés 
a r i thmét iques démont rées p a r Eisenstein et M. Tehebichei î sur les 
séries qui représentent des fonctions algébriques ou expr imables 
pa r la combinaison de fonctions algébriques, logar i thmiques et 
circulaires en nombre fini. 

J ' a i é tudié la ques t ion à un point de v u e différent, celui qu ' ind ique 
la théorie générale des fonctions, et d 'après lequel le premier p rob lème 
qui se pose est la recherche des points singuliers. Ce problème est 
d'ailleurs i n t imemen t lié à celui, de la con t inua t ion de la fonction 
en dehors du cercle de convergence. 

Le développement de Taylor ne définit une fonction qu ' à l ' in tér ieur 
d 'un cer ta in cercle, à savoir le plus pet i t qui ait pou r cent re l 'origine 
et qui passe par u n ou plusieurs points singuliers. Si a désigne l 'all ixe 
d 'un po in t si tué su rTe r a y o n qui va de l 'origine à u n de ces po in ts 
singuliers, en o r d o n n a n t no t re série, non plus su ivan t les puissances 
de x, mais su ivant celles de x — a, le cercle de convergence de ce t t e 
nouvelle série sera compris en t iè rement dans l 'ancien. 
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( l ) - Séance du 7 lévrier 1887. 

(a) Journal du Liouvitte, 3° série, t. IV, 

11 n ' en sera pas de même si le r a y o n qui va de l 'origine au point x —a 
coupe la circonférence pr imi t ive en un po in t ordinai re , et , dans ce 
cas, la nouvelle série p e r m e t t r a de calculer la fonct ion pour des 
valeurs de x qui rendaient l ' ancienne divergente . Si l 'on veu t é tudier 
le p ro longement de la fonct ion en dehors du cercle de convergence, 
il est donc i m p o r t a n t de dé t e rmine r les points cr i t iques si tués sur 
ce cercle. C'est cet te dé t e rmina t ion qui fait le pr inc ipal objet du 
présent t r ava i l . 

Il existe, à cet égard, une Note de M. Lecornu, insérée aux Comptes 
rendus de VAcadémie des Sciences ( ' ) . D 'après M. Lecornu , l'aflixe 
du po in t singulier est la l imi te vers laquelle t e n d le r a p p o r t de deux 
coefficients consécutifs, l o r squ 'on s'éloigne de plus en plus dans la 
série. Malheureusement , la d é m o n s t r a t i o n donnée p a r l ' au t eu r est 
défectueuse, et nous ve r rons qu'il, y a de grandes réserves à faire 
sur le théorème lui-même. 

Q u a n t à la méthode qui m ' a servi dans cet te recherche , les pr in
cipes sur lesquels elle repose sont ceux qu ' a employés M. D a r b o u x 
dans son Mémoire bien connu : Sur l'approximation des fondions 
de grands nombres ('-), dans u n b u t inverse, il est v ra i . P a r t a n t de 
certaines séries dont les po in t s singuliers sont connus , M. D a r b o u x 
en t i re des conclusions relat ives a u x coefficients de ces séries. Mais le 
pr incipe fondamenta l du Mémoire, énoncé p a r son a u t e u r de la 
façon su ivan te : « La recherche de la pa r t i e pr incipale des coefficients 
de la série dépend de la man iè re don t la fonction dev ien t infinie 
sur le cercle de convergence », est celui-là m ê m e qui p e u t servir à 
l ' é tude des poin ts singuliers. 

J ' a i divisé ce t rava i l en t rois Pa r t i e s : 
Dans la première, après avoi r i n t rodu i t une no t ion prél iminaire 

indispensable pour la sui te , je dé te rmine d 'une façon générale le 
r a y o n de convergence. Les résu l ta t s ob tenus conduisen t immédia te 
m e n t à un cr i tér ium p e r m e t t a n t de reconnaî t re dans cer ta ins cas la 
présence d ' un ou plusieurs po in t s singuliers. 

La deuxième Pa r t i e est consacrée à l ' é tude des discont inui tés 
polaires. Lorsque la fonction n ' a sur le cercle de convergence que de 
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P R E M I È R E P A R T I E . 

1. Nous aurons à nous fonder, dans ce qui va suivre , sur quelques 
principes simples relatifs aux suites infinies, et que je vais résumer 
t o u t d 'abord . 

Soit la stiitc 

( i ) ' / , „ » | , II.,, I'm, 

où u 0 , U\, • • - , M / » , . . . désignent des nombres réels, mais quelconques 
d 'ai l leurs. 

Il peu t arriver, comme premier cas, que ce t te suit»* renferme des 
t e rmes supérieurs à tout n o m b r e donné ; ou encore, que tous les 
t onnes aillent en a u g m e n t a n t indéfiniment p a r va leurs négatives. 

Écar tons pour le m o m e n t (ses deux hypo thèses . Nous voyons 
qu'i l y au ra lieu de r épa r t i r les nombres réels, d ' après leurs relat ions 
de g randeur avec les quan t i t é s um d ' indice t rès g rand , en deux 
catégories. Un n o m b r e A sera mis dans la classe supér ieure si, à 
pa r t i r d 'un certain rang , t o u s les 'termes de la sui te ( i ) sont p lus 
pet i t s que A; au contrai re , u n nombre B a p p a r t i e n d r a à la classe 
inférieure si no t re suite cont ient des t e rmes de r a n g aussi éloigné 
qu 'on veut , et qui surpassent B. 

Si A. est un nombre de la classe supérieure, il est clair que tous les 

(*) Plusieurs des résultats contenus dans le présent travail oui; él.é communiqués 
à l 'Académie des Sciences (séances du ni] janvier 1888 et. du 8 avril IH8CJ). 

[Note du Comité de Rédaction : le manque de place ne lions a pas permis de 
réimprimer cette troisième part ie ] . 

telles d iscont inui tés , on p e u t la prolonger a n a l y t i q u e m e n t et la 
r eprésen te r dans t o u t cercle où elle est mé romorphe . 

Dans la troisième Pa r t i e , je définis ce qu 'on p e u t appeler l'ordre 

d 'une fonction sur son cercle de convergence et en u n point de ce 
cercle, et j ' é t ud i e les po in ts singuliers en les elassifiant d 'après leur 
ordre . Lorsque cet ordre, reste fini, on peu t , dans des cas assez 
é tendus , t rouver les points singuliers, et dans tous les cas, calculer 
la fonction en t o u t po in t ordinaire du cercle de convergence ( '). 
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( l ) Les mots plus pedis que, plus grands qua n'excluent pas ici l'égalité. 

('-) On pourrait être tenté de prendre les mots limite supérieure dans le sens qui 

leur est attribué en d'autres occasions (notamment lorsqu'on traite des fonctions 

d'une variable réelle) et qui est un peu différent do celui-ci. En eilet, il faudrait, 

alors ne ranger un nombre dans la classe supérieure que lorsqu'il est plus grand que 

tows les termes de la suite ( i ) , et non pas seulement que les termes d'indice suffisam

ment élevé. 

Nous serons donc obligé, lorsqu'on aurait; à craindre, une confusion, d'employer 

la locution limite supérieure pour m infini, qui ne peut prêter à aucune anibiguïté. 

nombres supérieurs à A a p p a r t i e n n e n t à la m ê m e classe; pareil le
ment , si le nombre B fait pa r t i e de la classe inférieure, on peu t en 
dire a l i tan t de tous les nombres moindres que B. 

Or, c'est un fait bien connu que, dans ces condi t ions , il existe 
un n o m b r e l se rvant de sépa ra t ion ent re les deux classes, en sorte 
que la première se compose des nombres plus grands que l; la seconde, 
des nombres plus pet i ts que l ( '). P o u r dé te rminer ce nombre , on 
pour ra , pa r exemple, commencer p a r faire p rendre à un ent ie r la 
série des valeurs depuis — o o j u s q u ' à + o*. Il a r r ivera u n m o m e n t 
où cet ent ier variable passera de la classe inférieure dans la supér ieure . 
Soient a, et a, -\- 1 les deux nombres entiers consécutifs qui appar 
t i ennen t ainsi à des catégories différentes. On divisera l ' inter
valle (a,, a, -\- i ) en n par t ies égales et l 'on t r o u v e r a d e u x n o u v e a u x 

nombres a.,, a.. + -> différant de - et don t l 'un est u n nombre B , 

l ' au t re un nombre A. On p a r t a g e l ' intervalle compris en t re ces deux 
nombres en n part ies égales; et pou r su ivan t ainsi indéf in iment , on 
formera une série d ' in terval les compris les uns dans les au t res et 
de plus en plus pet i ts . D 'après un théorème connu, les nombres 
ob tenus pa r ce procédé sont les valeurs approchées d ' u n e même 
quan t i t é , laquelle répond mani fes tement à notre objet , 

Cet te q u a n t i t é l, telle que , pou r t o u t e va leur posi t ive de t, l -\~ i 
appa r t i enne à la classe supér ieure et l — i à la classe inférieure, sera 
di te la limite supérieure de la sui te ( i ) pour m infini, ou s implement 
la limite supérieure (-). 

Dans le cas p récédemment exclu, où une par t ie des t e r m e s de la 
sui te ( i) augmen te ra i t indéf in iment pa r valeurs posi t ives , ou bien 
encore lorsque tous i ra ient eh a u g m e n t a n t indéf iniment pa r va leurs 
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( l ) La notion de l imite supérieure que nous introduisons ici est on relation avec 

la théorie des ensembles. 

On sait que M. Cantor définit un ensemble dérivé dont l'ait partie toute quantité q 

tel le que l'ensemble primitif contienne une inimité de termes aussi voisins qu'on 

le veut de q. 

Dans cette terminologie, notre l imite supérieure serait le plus grand élément de 

l 'ensemble dérivé. 

négat ives , l 'une de nos deux catégories d i spara î t ra i t et la définition 

précédente t ombera i t en défaut . La l imite supér ieure devra i t ê t re 

regardée comme égale à + <x> dans le premier cas, à —• =o dans le 

second. 

2. £ dés ignant toujours u n nombre positif aussi pe t i t qu ' on v e u t , 
il existe des quan t i t é s u„„ d'indice aussi élevé q u ' o n le v o u d r a , 
comprises entre l— e et l + s, puisque, d ' après la définit ion m ê m e 
de l, la suite donnée cont ient des t e rmes indéf in iment éloignés 
supér ieurs kl—• e, a u lieu q u ' à par t i r d 'un cer ta in r ang elle n 'en 
renferme plus de supérieur à l -\~ £- Donc on peut, clans la suite ( i ) , 
trouver une suite partielle qui ait pour limite l. Bien e n t e n d u , il s 'agi t 
ici d 'une limite, abso lument par lan t , et non plus seulement d ' une 
l imite supérieure telle que nous venons de la définir ( ' ) . 

il peu t même se t rouver , comme cas par t icul ier , que u„, s ' approche 
indéfiniment de l pou r toutes les valeurs de m suffisamment grandes . 
Il en est ainsi, d 'après la r emarque p récéden te , lorsque, si pe t i t 
que soit e, l ' inégalité u„, > l — s est vérifiée, à pa r t i r d ' un cer ta in 
rang , pour tou tes les va leurs de m et non p a s seulement pour u n e 
infinité d 'ent re elles. I devient alors pour la sui te ( i ) une vér i tab le 
l imite, au sens ordinaire du mot . Dans ce cas, il nous arr ivera de 
dire que les termes de la suite ( i) tendent régulièrement vers l. Cet te 
locution, dont à la r igueur on pour ra i t se passer , au ra l ' avan t age 
de bien marquer , sans allonger le discours, la différence qui existe 
en t re ce cas par t icul ier et le cas général. 

Si la suite donnée est à t e rmes positifs, elle ne peu t avoir o comme 
limite supérieure sans t e n d r e régul ièrement vers ce t te l imite . Car u,„ 

est supérieur à — s, quel que soit m. 

Nous remarquerons encore que la l imite supér ieure d 'une su i te 
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( 1) On suit (voir CANTOR, Journal de Borehardt, t. 8 4 , p. a4a) que l'on peut ramener 
le cas d'un ensemble à p indices au cas d'un ensemble à indice unique, Il est à remar
quer que ce l l e assimilation ne s'applique pas dans la question actuelle. La méthode 
de M. Cantor oblige effectivement à donner un rang élevé à tout terme dans lequel 

un au moins des indices est très grand, au lieu que nous ne devons considérer comme 

infiniment éloignés que les ternies dans lesquels tous les p indices auront de très 

grandes valeurs. 

(2) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du 7 février 1887. 
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n'es t pas al térée lo rsqu 'on a u g m e n t e ou diminue les t e rmes de 
quan t i t é s infiniment pe t i tes p o u r m infini. 

3 . Au lieu de considérer des q u a n t i t é s u,,, d é p e n d a n t d ' u n seul 
indice, on peu t in t rodui re des quan t i t é s u,,,,,,,,,,. , où figurent 
p indices i ndépendan t s m, , m 2 , mp var iables de o à -|- oo, et 
définir d 'une façon t o u t ana logue la l imite supérieure de u m i , m ^ . . . , m , 

pour m., = m» = . . . — 'm,, = o o . On formera, à cet effet, les deux 
classes supérieure et inférieure d 'après la règle su ivan te : u n n o m b r e A 
sera rangé dans la première s'il est supérieur à tou te s les quan t i t é s u 
dont les indices m,, m 3 , . . . , m,, dépassent tous un ent ier N conve
nab lemen t choisi; un n o m b r e B sera placé dans la seconde lo r squ 'on 
pour ra t rouve r des u plus g rands que B et dont les indices soient 
tous supérieurs à tel ent ier q u ' o n v o u d r a ('). 

4. La not ion de limite supér ieure v a nous p e r m e t t r e de déter
miner t o u t d ' abord le r ayon de convergence d 'une série de Taylor , 
et de résoudre ainsi d 'une façon générale le p rob lème t r a i t é p a r 
M. Lecornu ( 2) dans le cas où le r a p p o r t de deux coefficients consé
cutifs a une l imite. 

Soit 

('>,) /(**) = a„ - h avm -+•...+ «,„*•"' •+-... 

une série ordonnées su ivan t les puissances croissantes de x. Nous 

envisagerons la suite à t e rmes positifs 

(3 ) K | , \\!~a\ |7« '« Ii. 

Si ce t te dernière suite con t i en t des te rmes a u g m e n t a n t indéfini
m e n t , la série donnée n 'es t j a m a i s convergente , quelle que soit la 
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var iab le x. Car il exis tera toujours des valeurs de m en nombre 

infini pour chacune desquelles, | "'i/a,,, | é t a n t p lus g rand que - ^ j . le 

t e r m e cor respondant a„,x'" au ra un module supér ieur à i . 

5. Ce cas doit donc ê t re laissé de côté, et nous devons supposer que 

la suite (3) admet une limite supérieure l. 

Donnons à x un module plus pe t i t que soit P a r hypo

thèse , 1+ - ' appar t ient à la classe supérieure pa r r a p p o r t à la suite (3). 

Donc, à pa r t i r d 'un certain rang, chaque q u a n t i t é | a,„ | est plus pe t i te 

que II -|- - j et le module de \/a,„x'" est (et reste) inférieur à j-~> 

nombre fixe plus pe t i t que i , ce qui mont re que la série ^ am'
x'" 

est convergente. 

Au contraire , si nous donnions à un module j ~ ~ e p ins grand 

que ji comme nous savons que , pour une in l iu i té de va leurs de m, 

I a m I est supérieur à (l—s)'", la série "£amx"' au r a i t une inl iui té de 

te rmes plus grands que i : ce serait une série d ive rgen te . 

Si, en part iculier , le r appor t tend vers une l imite , | "\/a„, I au ra 
I Oui I 

la m ê m e limite, qui sera bien p a r conséquent , ainsi que. l ' avai t énoncé 
M. Lecornu, l ' inverse du r ayon de convergence. 

Au lieu de | '\fa~i,, |, nous aur ions pu considérer (') l 'expression L| «.,„ |, 

qui est le logari thme de la précédent*!. La limite supérieur*! de 
ce t te .nouvelle... quan t i t é , pour , m infini, au ra i t donné le loga
r i t h m e de l. 

6. Un cas i m p o r t a n t est celui où la q u a n t i t é l est nulle, et où, 

pa r sui te , | 'tya,,, | t e n d vers o, ainsi que nous l ' avons r e m a r q u é an 

n° 2. E n ce cas, pour t o u t e va leur a t t r ibuée à x, no t re série est 

(1) h\am\ désigne, comme d'Habitude, le logtuït.luiie népérien île | nm |, 

file://'/fa~i
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convergen te ; car (en dés ignant p a r k un .nombre, que lconque p lus 

pe t i t que i) à pa r t i r du m o m e n t où l 'on aura \"\/a„, | < T-J-,' le t e r m e 

général sera inférieur à k"', c 'est-à-dire au t e rme général d 'une série 
abso lumen t convergente . 

La fonction / (x) est donc u n e fonction ho lomorphe dans tou te 
l ' é tendue du p lan . 

7. Ainsi, lorsque not re l imi te supér ieure est infinie, le développe
m e n t donné ne définit aucune fonction. Lorsqu 'e l le est nulle, il 
définit une fonction ent ière et pe rme t de la calculer p o u r t o u t e 
va leur de la var iable . 

Au contra i re , si la l imite supér ieure l est finie et différente de o, 
le déve loppement (2) définit u n e fonction / (x), mais n ' en fourni t 
d 'expression que pour les valeurs de x intérieures au cercle dé conver
gence. Le problème qui se pose ac tuel lement est donc l ' é tude de 
cet te fonction en dehors du ,ce rc le ou sur le cercle, et t o u t d ' abord 
la dé te rmina t ion des points cr i t iques situés sur la circonférence. 

• • I 

Dans les fonctions les plus simples, telles que ' _ v y > p a r exemple; 

l'aflixe du point singulier s 'obt ient en p r e n a n t la l imite d u r a p p o r t 

On peu t donc se d e m a n d e r s'il est possible d ' énoncer ce résu l ta t 
sous forme de théorème général . 

P o u r discuter cette propos i t ion , il est nécessaire d ' en préciser la 
signification. Pr ise clans son accept ion la plus é t endue , elle v o u d r a i t 

dire que pour t ou t e série où le r a p p o r t a u n e l imite , le po in t 

cor respondant est le seul po in t singulier si tué sur le cercle de conver
gence. Ainsi comprise, la propos i t ion est man i fes t emen t fausse : 
elle ne s 'appl ique pas, pa r exemple , à la fonction 

La réc iproque est éga lement inexac te : xu p e u t ê t re po in t singu
lier un ique d 'une fonction représentée pa r la série (2), sans que le 

r a p p o r t ~ t ende vers a?0, ainsi que nous .en rencontrerons, un 

exemple dans la suite. 
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Au contraire , lorsque le r a p p o r t des coefficients consécutifs t e n d 
vers une l imite, le poin t qui a cette limite pour allixe pa ra î t ê t re , 
en général , un po in t singulier. En tou t cas, nous pouvons établ i r 
u n e conclusion t r ès voisine de celle-là. 

8. Les résul ta ts précédents nous fournissent en effet un premier 
c r i té r ium p e r m e t t a n t de reconnaî t re les po in ts cr i t iques . 

Soit x = x„ un point pris sur le cercle de convergence , et propo
sons-nous de rechercher si ce poin t est ordinaire ou singulier. 

Nous pouvons d ' abord supposer x» = i , car nous pourr ions 
r amener le cas général à celui-là pa r le changemen t de var iable . 

dans lequel, à la valeur x„ donnée à x, co r respondra i t pour y la 
valeur y — i . 

Soit alors t un n o m b r e réel compris entre o et i , auque l correspond 
u n point de l 'axe réel (fig. i ) . Le rayon de convergence de la série 

( 5 ) t)—f(t) - I - x f'(l) -|- — f"(t) . . 1 - — / " « > ( 0 - k . . 

sera le r ayon du plus g rand cercle C décr i t du po in t t comme 
centre et où la fonction donnée / sera régulière. 

Si le poin t x = i est poin t ordinaire, no t re fonct ion sera holo
morphe dans un cercle c a y a n t pour centre ce po in t x =» i , et qui 
coupera le cercle primit if en deux points y e t y', • p a r conséquent 
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ml 

, i — s 

laquelle devra être vérifiée, si pe t i t que l 'on ait pris s, pour une infi

n i té de va leurs de m. 

9. Met tons en évidence le modu le et l ' a rgument de chaque coeffi

cient a, a u t r e m e n t dit posons 

a,„ = ffme
la"«. 

L'inégal i té (6) (élevée au carré) p o u r r a s 'écrire 

(, <>' ) fim H- ( m - M ) / fi'm gm-H cos ( a, ) (.H — a,„ï H-. . . 
h 

r /'' 2 [ Ci+iCij!,h.lff„M.tfy'm^h-4t COS («„,+/,_!• —• a„H./:)] •+-... 

l i l / S + . . . + C * B H j ) _ 1 / M - . . . ] ( i - E ) 1 

4 

a m (a «t + 0 .., 

I -t- •:>. ml H-
les le t t res C dés ignant , comme à l 'ordinaire , des coefficients b ino-

m i a u x . 

Cet te forme donnée à l ' inégal i té (6) pe rmet de t rouver des cas 

par t icul iers assez é tendus où. elle est vérifiée. 

R e m a r q u o n s d ' abord que la somme j £ C*, + /, C ^ ) _ * est égale 

à CJ,,,,/,,.,. Ceci se reconnaî t i m m é d i a t e m e n t en supposan t que la 

( l ) 11 n'y n pas l ieu d'écrire l ' inégalité 

3)" i: - l - g 

i 

car le rayon de convergence de la série (5) ne saurait être inférieur à i — t. 

aussi dans un cercle de cent re t e t d ' un rayon égal à la d is tance des 

deux points t et y, laquelle est supér ieure à i — t. 

Si, au cont ra i re le po in t x = i est u n po in t c r i t ique , le cercle C 

dev ra passer pa r ce po in t et avoir p o u r r ayon i — t . 

Repoi vtons-.nous m a i n t e n a n t a u x résu l ta t s ob tenus r e l a t ivemen t 

au r a y o n de convergence : nous voyons que la condi t ion nécessaire 

et suffisante pou r que le po in t x = i soit singulier sera fournie p a r 

l ' inégali té (') 
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fonction / soit la fonction — i - ^ Le premier m e m b r e de l 'égalité (6 ) 

devient alors égal à _ 1

< ) W . , H et, dans l ' inégali té ( 6 ' ) , il fau t 

faire g,„ = i , a„, == o. On t rouve alors 

/i 

ce qui donne la conclusion annoncée. 
Supposons m a i n t e n a n t que g,„ t ende régu l iè rement (') vers la 

limite i ; que, de plus, pou r tou tes les valeurs de p e t de q suff isamment 
grandes , la différence a.,, — a.,, soit inférieure en va leur absolue à 

un angle fixe 4" plus pe t i t que - t (l 'égalité é t a n t exclue). A p a r t i r 

d 'une certaine va leur de m, on aura (v| dés ignant u n n o m b r e aussi 
pet i t qu 'on veut) 

d 'où l 'on déduit , en ayan t égard à la formule (7), que le p remie r 

membre de l ' inégalité (G') est supérieur à eos j-j———^ypïTJïïT Sa 

racine m101"" sera donc (à un infiniment petit; près) au moins égale 

à - — n _ riy c 'est-à-dire (si l'on a pris r, suffisamment pet i t ) supé

r ieur à - — 7 > car l-—-—• a pour limite —— lorsque ri t e n d vers zéro. 

L ' inégali té (6') est donc vérifiée et le point, x r est un poin t sin
gulier. 

10 . Ce résul ta t subsis tera i t alors même que l ' inégali té | oc, a,,| < ']> 
cesserait d 'ê tre vra ie pou r les valeurs de p et de q ne sat isfaisant pas 
à la condit ion 

dans laquelle q est supposé , pour fixer les idées, plus g rand que p , 
et * désigne un n o m b r e positif fixe. 

(l) Voirv°2. 
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et la série est égale au p rodu i t d ' un facteur fini de module moindre 

que 
'». H - S 

I - ( ( I + t / ) — 

par son p remie r t e r m e C£„„,.„ + , ( 1 + •r\')'-"'~H' l" 

Or, si l 'on appl ique au coefficient C"„,.w,+I les formules b ien connues 
relat ives à la fonction F pou r de grandes valeurs de l ' a rgumen t , 
on reconnaî t que la rac ine m 1 0"" de ce p remie r t e r m e t e n d 

vers • " — ( 1 -f ti')*+"f, c 'est-à-dire, puisque nous pouvons 

p rendre t aussi pe t i t que nous le désirons, vers une l imite moindre 

que -—-• La par t ie sous t rac t ive de l 'expression (8) est donc infini

m e n t pe t i t e pa r r appor t au p remie r t e r m e et ne modifie pas, pa r 

sui te , les conclusions établies p lus h a u t . 

Si le r a p p o r t a pou r l imi te l 'uni té , la racine, m1""", de g m t e n d 

régul ièrement vers 1 et la différence o„, = a,,,.,.., —.oc,„ t e n d vers o. 

P o u r le démontrer , r e m a r q u o n s d ' abord que , pou r tou te s les 
valeurs de h inférieures à ms, les éva lua t ions p récédentes sont encore 
applicables : le coefficient de th est plus g rand que C*, I H.A + 1 ( i —7))-"H"''cos <1/. 

Soit n le plus pet i t ent ier supér ieur à ms. À pa r t i r de la va leu r h = n, 

nous ne savons plus si le coefficient de th est supér ieur à l 'expres
sion p récéden te ; nous ne savons m ê m e plus s'il est positif; mais 
en t o u t cas sa valeur absolue sera moindre que G!ïm+h+l(i "t]')'2"1*1' 

(où Y)' désigne encore un n o m b r e t rès pe t i t ) , de sorte que le premier 
m e m b r e de l ' inégalité (6') sera supér ieur à 

( j y . VllU w - , 

(8) coatp ^ ^ ' ' r — C i ^ + . ^ K n - V j ' ) * ' » + * + C O S - Y ) )"»+*]. 

Dans le dernier fac teur du coefficient de t1', le second t e r m e 
cos <\> ( 1 — . Y]) 2 " H ' / F peut é v i d e m m e n t ren t re r dans le p remie r (1 -f- TJ')-"' + / ' 

m o y e n n a n t un accroissement inf in iment pe t i t donné à 7]'. Dans la 
série qui forme la par t i e sous t rac t ive de l 'expression (8), après 
cet te simplification, le r a p p o r t d ' u n t e r m e au p récéden t , égal 

a t ( 1 -f- Y] ) j , est mo ind re que t ( 1 + YJ ) ^ • Let te 

q u a n t i t é est plus pe t i te que 1 , si l 'on a choisi t inférieur à --.——r, • 
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satisfaisant aux condit ions suivantes : 

i ° Les rappor t s '•£-> ~ > —„ sont tous supér ieurs à u n n o m b r e fixe ,v; 

2° | 1 t end régul ièrement vers x q u a n d m a u g m e n t e indéfini
men t par des valeurs cor respondant à des t e r m e s de ces su i tes ; 

3° Si a,, et a,, sont deux coefficients pris d a n s u n e m ê m e suit*'., la 

différence ce,, — a.,, est en valeur absolue moindre que <j». 

A chacune de ces sui tes , à pa r t i r d 'un cer ta in rang , cor respondra 
une valeur de m pour laquelle l ' inégalité (€') sera vérifiée. 

Si la troisième condi t ion (a,, — a,,) < <\> é ta i t remplacée pa r la 
double inégalité 

(io) i v — p)0 - < « , / - - « , , < {</ - j>)0 i d/, 

la fonction donnée a d m e t t r a i t le point singulier x = e' '°. Ce résu l t a t 
est équivalent a u premier m o y e n n a n t une t r a n s f o r m a t i o n ( 4 ) effectuée 
avec la va leur e'° pour xnl. 

Sous cette forme, no t r e proposi t ion se d is t ingue de celles que nous 
avons données p r é c é d e m m e n t en ce qu'elle p e u t , d a n s cer tains cas , 
déceler la présence de plusieurs points s inguliers . L 'exis tence de 
suites (g) cor respondant à u n e certaine va leu r de 0 n 'es t , en cl îet , 

Nous reconnaissons que le poin t x = I est b ien un po in t singulier 
si le p rodu i t mom res te toujours inférieur à u n n o m b r e fixe Q. E n 

effet, s'il en est ainsi, la différence ce,,— a.,, sera moindre que <\> t a n t 
i ff — P i t que le rappor t • ne dépassera pas ~( • 

11 . Mais on p e u t encore s'affranchir d ' une p a r t i e des res t r ic t ions 
précédentes , car il n ' e s t pas nécessaire que l ' inégali té (6) soit v ra ie 
pour tou tes les valeurs t rès grandes de m, mais seu lement pour u n e 
infinité d 'entre elles. Il suffira donc que la série cont ienne , en n o m b r e 
infini, des suites in t e r rompues de coefficients 

/ ^///> (Lin~h[ y > ' • * ttllliiiï 

(9) 
/ (hn'\ (hn"\-\i - • • i M m" hit") 
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(A) c est un entier positif et b un nombre quelconque. 
(2) Voir nu BOIS-RRVMON», Journal rie Boreharâl, t. L X X f X , p. 3o. 

H.UI.VMAIin. •— JUOII .K. 

nul lement incompat ib le avec l 'exis tence de suites analogues , mais 
pour lesquelles l 'angle 0, qu i figure dans les condi t ions ( 1 0 ) , au ra i t 
des va leurs différentes. 

On pour ra i t même, par ce procédé , former des séries qu i a d m e t 
t r a i en t le cercle de convergence comme ligne singulière. 

Supposons , p a r exemple , les nombres ra t ionnels rangés en suite 
l inéaire, comme l ' indique M. Cantor , et soit i\ celui qui occupe le 
r ang A. Nous considérons une série clans laquelle, pour tou tes les 

va leurs cle m comprises en t re ( i: + *)'' et (t -f- *)'•'*•', le r a p p o r t — p 

sera égal à eh2*'\ Nous aurons u n e infinité de suites pour lesquelles ce 
r a p p o r t au ra la même valeur , ca r les quan t i t é s e-m"'r< ", e*m,ri+'\ . . . 
sont t ou te s égales à e"''':-. Le po in t x = er*1™"* est donc singulier, 
quel que soit A, et pa r conséquen t le cercle de rayon i est bien ici 
une coupure . 

12. Signalons encore u n a u t r e cas simple où l 'on reconna î t que 
le cercle de convergence est ligne singulière. Soit , p a r exemple , la 
série (') 

( n . ) i - i - /'.(••'+ . . . - i - / / ' . / • • ' ' ' - i - . . . . 

qui a été considérée pa r M. Weiers t rass (*) et qu i converge dans u n 

cercle de rayon p = lim h '"'=•• i . Cette série n ' e s t a l térée que clans 
itin 

ses premiers t e rmes p a r le c h a n g e m e n t de x en xe '''' , où k et h son t 
deux entiers arbi t ra i res . Or, la fonction co r r e spondan te a d m e t 
nécessa i rement sur le cercle de r ayon i au moins un poin t singu
lier x —-• xa. Elle aura donc aussi u n e s ingular i té en chacun des 
poin ts 

p a r m i lesquels on en p o u r r a t r o u v e r qu i approchen t a u t a n t q u ' o n 
le v o u d r a d 'un point que lconque pris sur le cercle. 

Les mêmes r a i sonnemen t s s ' app l iqueron t t ou t e s les fois que les 
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indices des t e rmes non nuls et de plus en plus éloignés auron t un 

c o m m u n diviseur de plus en plus grand. E n ce cas, le cercle de 

convergence sera pa r conséquent une coupure , ainsi que l ' ava i t 

d é m o n t r é M. Lerch (•) dans un cas par t icul ier . M. Weiers t rass (-) 

ava i t d'ailleurs cons ta té ce fait sur la série ( n ) . 

13. La démon t r a t i on p récéden te offre cet inconvén ien t qu'el le 

fait dépendre le résu l t a t d 'une quest ion de divisibili té, en sorte 

qu'i l semblerait ne pas subsister nécessairement si, pa r exemple , 

on augmenta i t ou. d iminua i t d 'une unité les exposan ts de quelques 

puissances de x dans la série ( u ) . 

Il n 'en est rien cependan t , et l 'on peu t affirmer que la série 

(où les c sont des ent iers croissants) admet son cercle de conver

gence comme ligne singulière, si le rapport — e s i constamment 

supérieur à un nombre fixe s. 

Pour s'en convaincre, il suffit de donner à m, dans la formule (6') , 

la valeur ~ où u est un nombre fixe compris en t r e i. et r ~|- .v, cl; 

que nous dé terminerons u l té r ieurement (*). Au p remier membre , 
le premier terme non nul est 

et, d 'après les formules déjà employées au .n° 10, sa racine 2m1'""" 

est, pour une infinité de va leurs de supérieure à —~j,7_~, 

Cette expression a son m a x i m u m pour u — - et devient 

égale à Q u a n t a u x te rmes suivants , ainsi qu 'on l'a vu p lus 

hau t , ils n ' influent pas sur le résul ta t , si l 'on a choisi p o u r t u n e 

(') Aeta mathematicu, I.. X , p. 87. 

(•) Monatsberichte der Itdnigl. A mil. der Wissenschaften zu Berlin, août. 1880. 

( 3) Si ~~ n'est jias entier, il faillira prendre pour m l'entier le plus voisin de 
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valeur sat isfaisant aux inégal i tés 

i — / 

La proposi t ion est donc démon t rée , car les r a i sonnemen t s que 
nous venons de fame ne sera ient pas altérés si l 'on effectuait la 
t r ans fo rmat ion (4) avec la va l eu r x„ — e'°, de sorte que no t re fonction 
a d m e t pour po in t singulier le po in t x0 = e'8, quel que soit 0. 

Bien en tendu , le r ésu l t a t p récéden t peu t subsis ter , lors m ê m e 

que le r a p p o r t '[>'^c—— ne sera i t pas c o n s t a m m e n t supér ieur à s. 

Il suffit qu ' i l p renne deux va leurs consécutives supér ieures à s, 
et cela une infinité de fois, les modules des coefficients correspon
dan t s t e n d a n t régul ièrement vers i . 

Nous bornerons ici ces r e m a r q u e s prél iminaires et, dans les Chapitres 
qui von t suivre, nous t ra i t e rons la quest ion à un po in t de vue t o u t 
différent. ; 

Les points cri t iques suscept ibles d 'ê t re reconnus à l 'aide des 
proposi t ions précédentes sont en effet (ainsi qu' i l dev iendra év ident 
pa r la suite) d'espèces t rès d iverses ; au lieu que nous allons main te 
n a n t é tudier les s ingulai ï tés en les d i s t inguant d ' après leur n a t u r e 
et en commençan t p a r les p lus s imples, à savoir les s ingular i tés 
polaires. 

D E U X I È M E P A R T I E . 

14. Si la seule singularité située sur le' cercle de convergence est 

un pôle, simple ou multiple, Vaffixe de ce point est donné par la limite 

du rapport , comme on le voi t en employan t les expressions 

indiquées pa r M. Darboux (') pou r les coefficients. 
P a r exemple , si la série (a), convergen te dans le cercle de r a y o n p 

a d m e t pour un ique s ingular i té sur ce cercle le pôle s imple x = x, le 

coefficient a,„ peu t se m e t t r e sous la forme r~vS' o u ^»» 

désigne une q u a n t i t é de modu le inférieur- à r, s u n inf in iment pe t i t , 

(1) Mémoire sur l'approximation des fonctions de grands nombres, p. i5 . 
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(vi. p ' un rayon supér ieur à p. On voit alors i m m é d i a t e m e n t que le 

r a p p o r t t end vers .r,, et cela de telle façon que la différence 

soit, à pa r t i r d 'un cer ta in rang, inférieure à \^/~~^J 0 , 1 ® ^'"> 

k dés ignant un n o m b r e fixe plus pet i t que i. 

Cette condition nécessaire est aussi suffisante. 

En effet, pour écrire q u e le poin t .1; = est pôle simple et d 'ail leurs 

s ingular i té unique sur le cercle de convergence, il su (fit d ' expr imer 

que, en mul t ip l ian t la série (2) pa r ( j i — ^ 1 on ob t i en t une série 

convergente dans un cercle de rayon plus é t endue que le premier . 
Or, en faisant cet te mul t ip l ica t ion , on t rouve pour t e r m e général 

,,, , 'm—1 \ . . . / Mil 

» si la Le coefficient de :r"' devient doue plus pet i t que ^ ( 1 -f s) 

di (Té reu ce — ••' est moindre que k'". 

15. Cherchons m a i n t e n a n t dans quels cas notre l'onction a pour 
singulari tés, sur le cercle de convergence, plusieurs pôles simples 
ou mult iples. 

Nous serons t o u t pare i l lement condui ts à mult ipl ier la fonction 
donnée f(x) par un po lynôme 

de degré p, et à nous d e m a n d e r si le produi t ob tenu est une fonction 
régulière, dans un cercle de rayon supérieur à p. 

16. Après la mul t ip l ica t ion , les nouveaux coefficients seront donnés 
pa r la formule 

et devront satisfaire à l ' inégalité 
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Considérons alors Je d é t e r m i n a n t symét r ique d 'o rdre p - f t, 

(•(•lll-i/i . • • • 

que la formule (x'S) pe rme t d 'écrire 

Sous cet te dernière forme, les hypothèses faites su r les a et les b 

( ' i -1 - s \ 

'p/'J/ ' 
où s. a tou jours la même signification que p r é c é d e m m e n t , à savoir, 
un n o m b r e que l'on peut supposer aussi pet i t qu ' on le v e u t , pou rvu 
que l 'on p renne m suff isamment g rand . 

La limite supérieure, pou r m infini, de "\/\ D,,,,,,), est donc moindre 

17. Réc iproquement , supposons que, pour cer ta ines valeurs de P, 

la l imite supérieure (pour m infini) de ' ( / 1 D m l , | soit, mo ind re que • 

Soit p la plus pet i te de ces valeurs , et la l imite supérieure 

cor respondante . Par hypo thèse , la l imite • supér ieure de D,,,.,,. , j 

est 

J e dis, en pj'emier lieu, que y | D , „ , | tend régulièrement vers cette 

limite. E n d 'aut res termes ( ') , si pe t i t que soit e, à pa r t i r d 'un 
cer tain rang, chaque d é t e r m i n a n t D,,,.,,. , a u n modu le supérieur' 

P" 
Nous savons , en effet, qu ' i l existe une infinité de d é t e r m i n a n t s D / H l / > _ | 

(M V W r a u n « 2 . 
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plus grands que les va leurs correspondantes de 
P'' ou de oc" 

en posan t a — ~ ) d 'où ——- = a-

Si, à par t i r d 'un cer ta in rang, tous sat isfont à cet te condi t ion, 
no t r e conclusion est établ ie . Dans le cas contra i re , on devra pouvoi r 
t rouve r , et cela aussi loin qu 'on le voudra dans la série, un déter
m i n a n t D,,,^,.,! supér ieur à oc'"", précédé d ' un d é t e r m i n a n t D ,„„_!,,,_, 
moindre que a'"" -1. 

Or on a, quel que soit m, 

U4) •1^/ïi,/—I-— 1 . / > 

Car i e s mineurs du d é t e r m i n a n t D„, ,, / ( relatifs a u x éléments «,„, 
qui occupent les angles de ce dé t e rminan t , son t 

Uiih/i— i, ™>m+ïp— l j 
respect ivement 

et le mineur du second ordre obtenu pa r la suppression des deux 
lignes et des d e u x colonnes ext rêmes est D H ( i / , . . a . L 'égali té (14) 
n 'es t clone que l 'expression d 'une ident i té bien connue relative a u x 
dé te rminan t s . 

Cet te égalité (14) fournit d'ailleurs d 'après ce que nous savons sur 
l 'ordre de grandeur des dé te rminan t s D,,,,,, et D„ ( i / , a , l ' inégali té . 

( i / i ' ) ^•^IH I : 1 , / — 1 ^m~~ i , / — 1 ' ' * » / , / — I 

où k est un nombre plus pe t i t que 1 ( '). 
Donnons à m la va leur mu • nous t r ouvons 

| . D „ V H , / - I I > <*""> + 1 ( , i i , 
m , , , / — 1 

>ot(i •• / i 8 " « « ) , 

d 'où résul te déjà que , p o u r m« t rès g rand , les q u a n t i t é s '| D,„a. 1 i , / ' ~ i ! 



et 
D w 0 - t - t , 

D 

et oc 
i —- s. 
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I • 
I 

1 
I 

E n général, nous allons d é m o n t r e r que , si l 'on a pris le n o m b r e m„ 

suffisamment grand, on aura , p o u r t o u t e va leur pos i t ive de l 'ent ier i, 

(.i5) U " 

(16) 

0 7 ) 

Ji/tl)-i-(.//— i 
Tin 

> <x(i — k-"1') [ i - Â - J " " . + " ] . . . [ I - X- 2('«o-t-'-i/j 

I • - c 

I 

I - £ 

' " o + ' / t t v T -

Ces inégalités sont, en effet, vérifiées pour i — i. Supposons-les 

démont rées pour une cer ta ine va leur de i. J e vais faire voir qu'el les 

subs is teront pou r la va leur su ivan te , et que l 'on p o u r r a écrire 

( .5 ' ) D " - w t t a - H H - l . / j — I 

D. 
> a(i •— /•- '"«) [ i — /,'-i'"»+''i]. . . [ i — A a " " » + ' v ] , 

117) 

P o u r cela, nous ferons m = m„ + i dans l ' inégali té (i4')> laquelle 

en t e n a n t compte de la formule (17), nous donnera 

t\„..-i-/, 

13» 

don t la mul t ip l ica t ion m e m b r e à m e m b r e avec la formule 

fourni t la formule ( i f ) ' ) . 

Celle-ci, combinée avec (iG), donne l ' inégalité (16'). 

Q u a n t à l ' inégalité (17'), elle résul te de la p récéden te , pourvu 

que l 'on ait choisi pou r m„ une va leur suffisamment élevée; car il 

v ien t successivement 

1 

a 
y\ I •),„„.,./+.,,I > ( I — A"-'"» )"'«•+•' M

 [ 1 — A-1i'"»- ,-1 ,]'"«- |-'- t-1.. . [ 1 - A-i t ') j»,,, h i-t-j 

> ( t - A-2'"») [ 1 - A ' 2 " " » - ' - ' 1 ] . . . [ 1 - - A 2 ""»-'-«] 

seront r e spec t ivement supérieures à /oc 
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Il nous suffira donc que l 'indice ma satisfasse à la condit ion 

I 

ce qui est évidemment, possible. 

L' inégali té ( 1 7 ) est, dès lors, générale, et no t re proposit ion préli

mina i re est démon t rée . 

18. Cela posé, dé te rminons les quan t i t é s A,,1,, A1^ , . . . , A',/'' p a r 

les équat ions 

/ «/»+,. H~ ̂ |« :«;« , 7 . - 1 H- 'V;«'««, , , , -a-! ...4-A4*>ff„H / (_/, H ... I A ^ « ( „ = ( • 

1 ( 8 , J «W,, , . , -+-A.«>« W + / , -1- -1- A.i* ,,,,„, 7,.,. 1_ /, -+-... -1- A W « „ M , = <>, 

•m+i/t-1 "+• A-m1 t i/'—s I • • • • +• Alm U m + y , — 1- . / ,H- . . . -t A j ^ ' a M H . / ^ _ l — 0 , 

et posons 

Les 0 pour ron t ê t re considérés comme dojmés p a r les équa t ions 

/ ô;,n«„,,7, -i--• •.-1- '^uiitm 1 /Mi--/; '%''«,„., •--o, 

V ^ ' < W / , * i r- • • • I- d\n(lii, , ,-/, -f-. . • ~f- m i s = '», 

(H)) \ , 

/ O'm « m . - a / / - ; H" • • • "I- 0 $ l . l m ; -I, -I- . . . + O ' ; ' , ' rt,„ , , , , : = - : o , 

l «H,!,1 i 7 „ , ( 2 / J_, -!- . . . - 1 - n l ! ; } U i , n . v , - l , . . . I «'/»'"»n -l•• 11 — 

en in t roduisan t la q u a n t i t é auxiliaire 

(9.0) H = «/«,•«,,+ A ) , 1 , ' , I . . . I- ft , „ , , . . 

L'él iminat ion des A ent re les équat ions ( 1 8 ) et (20) donne 

191) 1 1 = = ^ , 
''111,11 1 

m o y e n n a n t quoi les équat ions ( ig) fournissenl. 

'•'"^ '" ' I ) 1 1 — I ) " I ) "" ' 

où DJÎV,,,,-, désigne un dé t e rminan t d 'o rdre p — 1 formé avec les 

coefficients a e t moindre que f -—^ 
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Comme on a les inégalités 

7\ i > 

t -i- ; 

i î 

71 D. 

?'' 
t — ; 

cet te formule (22) m o n t r e que la l imite supérieure de est 

au. plus égale à | r 

La série ^ o ^ ' , ayan t son t e r m e général de l 'ordre de (p -f- î j , 

est donc convergente et son res te est aussi du m ê m e ordre . 

Al*' t end , pa r conséquent , lorque m augmen te indéf in iment , vers 

une l imite A.(/", et cela de telle façon que la différence A' 7"—Al,,' reste 

moindre en valeur absolue que -f- ej . 

Il suffit alors d'écrire la première des équat ions ( 1 8 ) sous la forme 

/' 

Il-A 

pour reconnaî t re que la q u a n t i t é 

(lli I / ' , « = « „ , + . / , + A"> «,„...,_, -i-• • • + \'i"a„, 

est moindre que ^ " 

L 'exis tence d 'un po lynôme [poi?1 (1,2)] r é p o n d a n t à la ques t ion est 

donc établ ie , et nous avons m ê m e le moyen de t r o u v e r ce po lynôme. 

On devra , d 'après ce qui précède, résoudre les équa t ions (18) par 

r appor t aux A et chercher la l imite des valeurs de AJ*' ainsi obtenues , 

lorsqu 'on donne à m des va leurs de plus en plus g randes . L 'er reur 

commise en s ' a r rê tan t à u n cer ta in rang m sera c o m p a r a b l e au 

miis'm t e r m e d 'une progression géométr ique décroissante d é r a i s o n ^ , -

Ainsi les singularités de notre fonction sur le cercle de rayon c se 

réduisent à des pôles, en nombre égal à p (chaque pôle étant compté 

IIADAMAIlll, — JUmi. l ! . 
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avec son degré de multiplicité), e t don t les affixes sont racines d ' une 

équa t ion que nous savons former ('). 

Ces pôles exceptés, la fonction est régulière dans le cercle de rayon p ' . 

19. Pour rechercher si les singularités de f(x) si tuées sur le cercle 

de r ayon p ' sont aussi des pôles, il suffirait d ' app l iquer la mé thode 

précédente au p r o d u i t f(x) ??,,(a;). 

Mais on peut aussi opérer d i rec tement sur la fonction f(x), ainsi 

que nous allons le mont re r . 

Désignons, en général , p a r la l imite supér ieure de \/ |J-);M,p | et 

r emarquons d 'abord que le r appor t est égal à p t a n t que P est 

moindre que /; et à p ' lorsque P = /), 

¥9 
Pour P >p, l,, est au plus égal à y , yl_/H.\ • Car le d é t e r m i n a n t l)„ 

peu t s'écrire 

(I,,, (l>n-[-\ • • • (lm+/i—\ lhn+\ • • • l'in-t-l'—/! 

"MIL (l'm\'> • • • «m+ji ' ' » 1 1 1 t ' m i i • • • I'm 1 P—/11 I 
(3.3) !.),„,, ,= 

am am 1 p, 1 . . . | i - , 7 , . _ | l>m+v b 

Plus généralement , la formule ( i3) , résolue pa r l 'apport à a,,,,.,, et 

appl iquée plusieurs fois de suite , pe rme t d ' expr imer a,,,.,.,,, «,„.,.,,, (, . . ., 

a„H.v en fonction linéaire de a„„ a„,,,, . . ., a,,,.,.,, , et des /;. 

Ces expressions, repor tées dans la va leu r de DJ'),1,,, lui d o n n e n t 

une forme analogue à la forme (23) et sur laquelle on reconnaî t que 

la l imite supérieure de "vlD;,,;,, | est au plus égale à ^y^lz.,;; i • 

Nous noterons ce fait que la relat ion 

p/'p"'-/'I I 

p e u t être considérée comme exacte à pa r t i r de la va leur P = p - i 

( 1) Le cas du pôle simple, précédemment étudié correspond à p~ i. Les déter
minants D , „ , n e sont aulnes que les coefficients a,,, eux-mêmes . 

Les raisonnements précédents subsistent, pourvu qu'on ait soin de remplacer 
les déterminants D , „ , / ; „ j et Di//)

l

/,_..a par l'unité. 
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Supposons ma in t enan t que l0 devienne moindre que — , et 
p/'p ' />-<-< 

soit q la plus pet i te va leur de P pour laquelle cet aba i s semen t se 

produise (q pouvan t être égal à p + i ou plus g rand) . 

On peu t aussi définir q comme la plus pe t i te va leur de P pour 
laquelle le r appor t ~ d e v i e n n e inférieur à ^ - E n par t icul ier , on a 

II/— I 11/—2 

O U 

{•:>A) / , / A / - 2 < / , 7 - , . 

Si nous nous reportons alors à l ' ident i té (i/j.), dans laquelle nous 

changerons p en q, nous voyons que la l imite supér ieure de 

est plus pe t i te que l* . 

Dès lors tous les ra i sonnements donnés au n° 17 p e u v e n t se 

recommencer en remplaçan t p p a r q et ^ par / ( / ,, oc é t a n t supposé 

égal à Z„_, ( r - ^ ) et k à (i + e') \ / ^ -

La conclusion à laquelle on abou t i t est que "\/| D„,, 7_ J t end 

régul ièrement vers la l imite Z,,_,. 

20. T o u t parei l lement , nous écrirons u n sys tème de q équa t ions 

( «»,.+,/ -+• Ajy ' «,„+,/-, - 4 - . . . -h A;<,a' «,„+,/-/. H-... 4- A';,'/1
 « „ , = i i , 

(>8' ) 

analogue au système ( 1 8 ) ; et si nous posons 

il v i endra 

, , ) 0 '1 g'/') — — . u"':'/'Jm,</-i 
[M l 0 / « — N .-J 

• - ' m . . / — i J J » H - ] , < / — l 

JVIais g — - 2 é t an t au moins égal à p — i , la l imi te supérieure 

de 71 D»V» I e s t a u P l u s égale à c 'est-à-dire à Z,7 , . La 
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qui équivalent aux équa t ions ( j8 ' ) m o y e n n a n t les relat ions S ( / . On 

passe des coefficients B et a aux A', et inversement , par une subs t i 

t u t i o n linéaire X,, à coefficients i ndépendan t s de ///. 

Si nous formons les différences 

B j j î - H •• K « > . «)»'h--*»'' " • ( / < = ! , • ? , . . . , Y • / , - = i , •>., /m, 

nous voyons que les premières sont ' inférieures à ( y ~ + e) . 

Q u a n t aux secondes, elles se p résen ten t sous la forme, du p rodu i t de 

pa r un d é t e r m i n a n t C Ö * , ,, se déduisant du d é t e r m i n a n t 

l'm+ni—ii ; • • • ^ « i 11/ i " » i n / . t f - : • • • tint* y 

par la suppression de la dernière ligne et de l 'une des p dernières 

colonnes, et qui , pa r conséquent , est moindre que (rJ,., ,, y.- + e^'" 

ou que U,.„.J;,-{-z)'". 

racine in'''""' de o;*1 sera donc moindre que •".!,''"! + 5 , de sorte que A,1,?1 

t end , pour chaque va leur de h, vers une l imite À' 1 '". 

Pour t r o u v e r l 'ordre de g randeur de la q u a n t i t é 

il est nécessaire de faire subir aux équat ions (18') une t r ans fo rma t ion . 

Nous avons vu, au numéro précédent , que les quan t i t é s am+,„ 
#»h-/h-IJ • • • j &m-t-v sont liées a a,,„ ci,,,,.t, .,., et,,,.,./,-!, b w , . l , ..., bm.tp..ftt 

par un sys tème S,, de P — p -(- i re lat ions linéaires à coefficients 

indépendan t s de m, sys tème qui peu t ê t re résolu pa r r a p p o r t 

à a „ H / „ «/„+]> comme par r appor t à &„„ b m H , , t , . Ou peu t 

donc, au lieu des équa t ions (18'), écrire les su ivan tes : 

•«/—// i ' të/tt'^m-H/-/)—i i • • • ! " K' / / T ' " ^ m I" ";m-i ./j- i • • "I- — " 

l>,„+,,-,,+ , -\-li(

nl
)bl„+l/-/, H . . . !• • B W - / " / ; , „ , , -r- aS,l> « , „ . , . , , -I-. . . +-<x[ßam.H — 0 

I'm i ay— / i - i 4- B » ! 1 Ä /H-hs. /— /«—s + • • • i' H'IX / ' « » r v — i " t " a m ' +yi i •>/-- j + • • • • "' "' * m ' rt;«-W/ 
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Or, cet te dernière, d 'après les éva lua t ions obtenues pour B<'"— B 

et a ( / , , ) — ai,;1, est inférieure à (j-1—|- s) . 

Nous avons donc formé un po lynôme 

?e;/i.a?) = i -t~ A ' " . / • - ! - . . . + A'"/', r'i 

tel que le p rodu i t "t[q] (x) f (x) soit holomorphe dans un cercle de 

rayon plus grand que P ^ p ' ' = ~ p ' ^ " 

Comme cela étai t év ident a priori, ce po lynôme L$'q cont ient en 

facteur le polynôme %,; il est i den t ique au p rodu i t 

'C , , l T -I- B ' " . r -I - . . . •+• B"l-i'hr'l-i'). 

Il n 'exis te d'ailleurs pas de parei l po lynôme pour u n degré q — i 

moindre que q; sans quoi, si l 'on désignait par c,„ les coefficients dxi 

p rodu i t f^lf-t, le dé t e rminan t D,„ pour ra i t s'écrire 

" m . If—i-
O111.11/~-i • • • ftm + i/~t-/i—I— 1 bm+ii—l l'iih{-%\i/—l --/.—1 '"m+q—l 

et sa racine m'1'"'" aura i t une l imite supérieure moindre que 

ce qui, d 'après nos hypothèses , ne p e u t arr iver que pour i = o. 

La fonction f(x) admet donc p pôles sur la circonférence de r a y o n p 

et q — p sur la circonférence de r a y o n p ' (chaque pôle é t an t compté 

avec son degré de mult ipl ici té) . Ces pôles exceptés , elle est régulière 

dans un cercle de rayon p " = — 

Les limites des quan t i t é s a . sont, d'ailleurs nulles, ainsi qu 'on 

le reconnaî t en résolvant , pa r r a p p o r t aux a, les p premières équa

t ions (25), où les B, qui sont des quan t i t é s finies, sont regardés 

comme connus ; et si B 1 '" désigne la l imite de BI'j' pou r m augmen

t a n t indéf in iment , le. sys tème de nombres B " ! , B"" , B"1"1'1, o, 

o, . . . , o est celui même que l 'on dédu i t du sys tème A ' 1 ' 1 , . . ., A' 1 '" 

pa r la subs t i tu t ion de sorte que la somme 

am+<, -1- A. ' 1 1 rt,„.w/_, + . . . + A/'/i am 

est, m o y e n n a n t les relat ions S,, et Z,n i den t iquemen t égale à 

http://O111.11/~-i


3 d J A C Q U E S H A D A M A R D . 

2 1 . Rien n ' empêche de recommencer à nouveau ces r a i s o n n e m e n t s . 

P r emiè remen t , on d é m o n t r e r a que, pour P > q, les limites supé

rieures de D,,,,,. et de D<*\. sont au plus égales à • E n 

dés ignant pa r r la p lus pe t i t e valeur .de P telle que lv soit moindre 

que 'p, , ' ou r e m a r q u e r a d 'abord que l ' inégali té 

(aß) ] im .s i i p . ' ; i ' f D W 7 [ | / , . 

est vérifiée pour les va leurs de P comprises en t re q et r, comme elle 

l 'é tai t déjà pour les va leurs moindres que q, et l 'on pa r t i r a ensu i te 

de la relat ion 

pour effectuer des opérat ions analogues a u x précédentes (') et 
calculer un po lynôme te l que le p rodu i t /«£,". soit ho lomorphe dans 
un cercle de r ayon plus grand que p " . On d é m o n t r e r a , comme t o u t 
à l 'heure, qu'i l ne p e u t exister aucun po lynôme <$" de degré moindre 
que /•. 

Not re fonction est donc méromorphe à l ' in tér ieur d 'un cercle 

de rayon p"' = — - Elle a d m e t dans ce cercle r pôles, à savoir p de 

module p, q — p de module p ' , r <[ de module p " . 

On pour ra cont inuer ainsi t a n t que l'on t r o u v e r a des valeurs de P 

sat isfaisant à l ' inégali té 

et, pa r conséquent , on p e u t énoncer les conclusions su ivantes : 

( J) Nous «vous util isé, pour lu transformation des déterminants D»/.!i> e.l. des 
équations ( 1 8 ' ) , les relations linéaires qui permettent d'exprimer les coeffi
cients a»4./,, . . . , a„i-Hi en l'onction de a,,,, , . . , »„,.,.,_, et des b. 

Les relations analogues qu'il convient d'employer ici sont colles qui donnent a,,,.,.(. 

en fonction linéaire de «„„ . . . , a,,,,,,..,, />,„, .. ., &,„+,,_,_.„ c„„ . . . , Cw-ti-,, , (c», dési
gnant un coefficient du produit fil-'), et de môme les substitutions dés opérations 
suivantes introduiraient /}., 5, . . . séries de coefficients. 

Au reste, il faut remarquer que ces relations ne servent qu'à, la démonstration. 
Elles n'interviennent: pas dans le calcul des po lynômes 't\ 
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Le rapport — ne va jamais en diminuant. 

Si pour P = P1'-'., ce rapport prend une valeur 

supérieure à la fonction f (x) est mérornorphe à l'intérieur d'un 

cercle de rayon p1'-' ; elle y admet en tout P1'-' pôles (chaque pôle étant 
compté avec son degré de multiplicité). 

Si l 'on a 

/(.i?) n ' a d m e t q u ' u n seul pôle x = £ sur le cercle de r a y o n p ( X l e t le 

po lynôme $ < V H I est égal au p rodu i t #•<"'•' — j j . Or, dans le 

polynôme $<'•>, le coefficient de la plus h a u t e puissance de x 

est l im , et dans le po lynôme ^ u ' n , il est l im rP'"''"?t" • 
L'affixe du pôle unique est donc donnée pa r la formule 

(«8) ; = l im F ^ : ' V r > ! l , 

et les erreurs commises en s ' a r r ê t an t a u x valeurs successives de. m 
d iminuen t comme les t e rmes d 'une progression géomét r ique clécrois-

san té a y a n t pour raison 7 ^ 7 ; -

22. Si nous envisageons' la sui te des quan t i t é s l,, L, .. ., . . ., 
nous sommes condui t à d is t inguer les cas su ivants : 

i ° A p a r t i r d 'un cer ta in m o m e n t , devient nul . La fonction n 'a 
dans t o u t le p lan q u ' u n n o m b r e l imité de pôles. Elle est égale, au 
quot ien t d 'une fonction ho lomorphe pa r un po lynôme entier. 

2 0 Le r a p p o r t t e n d vers o lorsque P a u g m e n t e indéf in iment . 

Notre fonction n ' a que des pôles clans u n cercle de r a y o n aussi g rand 
qu 'on le veu t . Elle est donc mérornorphe dans t o u t le p l an . 

Nous avons d'ailleurs tous les éléments nécessaires pou r former 
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la fonction holomorphe G(,r) qui admet pour zéros les pôles de f(x) 

avec le même ordre de mult ipl ic i té . 
E n premier lieu, les modules des pôles successifs sont les va leurs 

de Le genre de la fonction G (oc), s'il existe , sera un nombre y 

tel que la série 2 (y,; 1 '") 1 s 0 ^ t convergente . 

Si ce nombre est égal à i , la fonction G(x) sera la l imite du p rodu i t 

convergent 

Il a ' 

xu é t a n t l 'aiExe du n'1'"'" pôle, et pa r conséquent la l imite, pour X 

infini, du po lynôme 
1-e*) 

— n ( - - ; ) 
Si le nombre y est supér ieur à i , on sai t qu' i l f audra i t mul t ipl ier 

chacun des facteurs ^ p a r e- •^*''" '" •»•;"') . 

Or, la somme V ( 1 + + - • • ~h , ) cons t i tue les y i pre-
\-''n ''"il -'il/ 

II I 

micrs t e rmes du déve loppement de ^ ^~ l — ) — log $"•'(.-«:). 

La fonction G(x) sera donc la limite, poo r X infini, de l 'expression 

„ V , , /'UiM'/.»• 

où Q>.(#) désigne l 'ensemble, des y i premiers t e rmes dans le 

développement de ^ l o g # ( X , ( . i > ) su ivant les puissances croissantes 

de x. 

Si enfin il n ' ex i s ta i t pas de genre fini, il f aud ra i t calculer les affixes 
des différents pôles cl; appl iquer telle quelle la mé thode de 
M. Weier strass. 

Dans ces différents cas, on peu t d 'ai l leurs ob ten i r le développe
ment taylor ien de G(.r). 
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La fonction G (a:) est en effet la l imite de fonctions ho lomorphes . 

où les coefficients a"'' p euven t ê t re considérés comme donnés pa r la 

formule 

a ' n - 2 i r J c s'" 

C dés ignant un contour fermé décr i t au tou r de l 'origine et que nous 
pour rons supposer, pour fixer les idées, intér ieur au cercle de conver
gence primitif. 

Sur ce contour , G , ; ) (z ) t e n d un i fo rmément vers sa l imite G(z) 
q u a n d X augmente indéf in iment et p a r conséquent , dans les mêmes 
condit ions, a\';l a pour l imite a,„. 

La fonction G(x) é t an t ainsi calculée, le p rodu i t f(x) G(x) sera 
une fonction F(œ) ho lomorphe dans t o u t le p lan , et don t la mul t i 
pl icat ion des séries / et G nous fournira d'ailleurs le déve loppemen t ; 
de sor te que nous aurons l 'expression de la série donnée sous forme 
du quo t i en t de deux fonctions entières 

3° Le r a p p o r t j -^-reste invar iab le à pa r t i r d 'une cer ta ine va leur P 1 ' 1 . 

/ (x) est alors le quot ient pa r u n po lynôme d 'une fonction régu
lière dans un cercle de r a y o n p1''1, mais p r é s e n t a n t sur ce cercle 
des singulari tés autres que des pôles. C'est à l ' é tude de ce t t e dernière 
fonction (dont on peu t avoi r le déve loppement de Taylor) qu 'es t 
r amenée l ' é tude de la proposée. 

4° Enfin, il peu t ar r iver que le r a p p o r t j — t e n d e vers u n e l imi te in

différente de o, de sorte que les r ayons p ( X ) t e n d e n t vers R. La 

fonction / , méromorphe dans chacun des cercles p 1 ' ' , a d m e t une 

infinité de pôles dans le vois inage du cercle de r a y o n R. 

Nous pour rons chercher à former une fonction G(x) qui a d m e t t e 

pour zéros les pôles de f(x), en app l iquan t la m é t h o d e de MM. Weier-

s t rass et Mittag-Lefïler. 
i i A n A M A n n . — j u n a i i . 5 
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Nous prendrons d ' abo rd une suite de nombres positifs a ( A ) qui 
t e n d e n t (') vers o; puis une suite de quan t i t é s posi t ives £"•' tel les 
que la série Se1'-' soit convergente . Si V"-' (x) désigne alors le poly
nôme qui a pou r racines les affixes des-pôles si tués sur le cercle de 
r ayon p ( U , a u t r e m e n t dit le quot ien t 

^ l o g V 1 ' 1 1 ^) sera déve loppable en série un i fo rmémen t convergen te 

dans le cercle de rayon p l M — - a"'1, et l 'on p o u r r a en r e t r anche r u n 

po lynôme Q"-* (a;) te l que. la différence J - log YM(x) — Q ( A l (a:) 

soit, à l ' intérieur de ce cercle, moindre que E1'-1. 

D'ail leurs, p'*1 - a"-' t e n d vers R, pu i sque a ( / | t e n d vers o ; 
et, pa r suite, un po in t quelconque x pris à l ' in tér ieur d u cercle de 
r ayon R sera, à p a r t i r d 'une certaine va leu r de A, in tér ieur à t o u s 
les cercles de r ayons p " 1 — a 1 ' 1 . Il en résul te que la série 

sera convergente à l ' in tér ieur du cercle de rayon R et que nous 
pour rons prendre pou r no t re fonction G(x) le p rodu i t 

G est donc une l imite de fonctions ho lomorphes G1'-1 (»), ob tenues 
en p r e n a n t de plus en plus de facteurs dans le p r o d u i t infini (29). On 

démon t r e r a d 'ai l leurs, ainsi qu' i l a été expl iqué pou r le cas où j - ~ 

t e n d vers o, que chaque coefficient de G (a') est la l imite, pou r À 
infini, du. coefficient de même rang dans G1"'-' (x), et l'on pour ra 
ainsi développer G en série. 

La mul t ip l ica t ion des fonctions / et G fourni ra une fonction F 

(*) Les pôles étant ici distribués en nombre infini dans le corde do rayon R et 

non point dans tout le pl'an, nous sommes obligé de modifier légèrement la méthode 

de M. Weierstrass, qui laisse les quantités « finies. 
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holomorphe également dans le cercle de r ayon R. L ' é t u d e de la 
fonction donnée est donc r amenée à celle de deux fonctions F et G, 
holomorphes dans le cercle R, mais p ré sen tan t sur ce cercle des 
singulari tés non polaires, et don t on p e u t obteni r les déve loppements . 
/ sera donnée pa r le quo t i en t de ces d e u x fonctions. 

23 . Si 

(3o) ^( je) — C„ H - C 4 x H - . . . - H C,„,/,J" H - . . . 

désigne une fonction régulière à l ' intér ieur d ' un cei 'tain cercle et 
ne s ' annu lan t pas à l 'origine, de sorte que C 0 est différent de o, les 
résu l ta t s précédents nous fournissent une m é t h o d e p o u r calculer 
les zéros de <\ (x) à l ' in tér ieur de ce cercle ; car les zéros de <\> (#) sont 
les pôles de la fonction 

C'est à cet te manière de procéder que revient , au fond, la formule 
de Bernoull i , qui donne la rac ine de plus pet i t modu le comme limite 
du r a p p o r t de deux coefficients consécutifs dans le déve loppement 
de la dérivée logar i thmique . Il suffit, en effet, p o u r ob ten i r cet te 
formule, d 'appl iquer à la dérivée Ioga i ï thmique la proposi t ion du 
n° 14. 

M. Rungo (') a généralisé la formule de Bernoul l i en ob t enan t 

sous une forme analogue la v10"10 racine d 'un po lynôme (en suppo

san t les racines rangées p a r ordre de module croissant) . Les méthodes 

données dans les Chapitres p récéden t s conduisent à des résul ta ts 

équivalents , mais aprfficables à une fonction que lconque dans t o u t 

cercle où elle est régulière. E n supposant calculés les coeffi

cients au, . . ., a,„, . . . de ^ ~ y > la racine de rang P 1 ' ' 1 , si elle est seule 

de son module , sera donnée p a r la formule (28). Si plusieurs racines 
ont le même module , on les ob t i endra ensemble comme racines d?une 
équa t ion algébrique formée en égalant à o le quo t i en t de deux 
polynômes % consécutifs. 

(x) Ada mathemalioa, t. V I , P . 3 i 6 . 
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(3i) 
1 o = a ( 1 G 1 H- «iC,, , 

\ o — G„, -i- a.i G,„_ 

De ces équat ions nous t i rerons 

G, 

G, G., 

O 

G„ 

(3a) 

o 

o 

o 

C B 

G, 

24. P o u r calculer les dé te rminan t s D,,,,,,, nous uti l iserons les 
formules (20) et (21). 

Dans ces formules, on suppose que la fonction f(x) a é té mult ipl iée 
pa r un po lynôme 

M - /V<„V^-I - . . .H- /V/,;>.•/;/' 

tel que le produi t 

m a n q u e des t e rmes en x""'', x"i+l'"', ,.., x'"^'-'1''1, et la q u a n t i t é 

( a I ) J I ~ J ^ L 
I ' m . / , ~ | 

est égale au coefficient de .f"H's''. 

Nous égalerons donc le p rodu i t f(x) ^ a'm®"'•> n o n plus à 1, mais 

à 1 -f À',''a; + . . . -|- k'^x1', en faisant 

Le calcul des coefficients am et des d é t e r m i n a n t s D,,,,,, à l 'a ide 
des coefficients C de la fonction donnée p e u t d 'a i l leurs se faire de 
la façon su ivan te . 

E n déve loppant , su ivan t les puissances croissantes de x, le 
p rodu i t f(x) F(œ), qui est égal à i , nous aurons , pou r dé te rminer 
les coefficients a, les équa t ions 
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et nous aurons les équa t ions 

3 7 

(33) 

1 — Caa'0l 

0 = G / J + 1 a'0 ~h < •Jp & j ~(~ . . -+- G 0 ctp+.i, 

o = C / H . ä «' ( l +• -'p+i a \ ~~>~ • . -i- G., -

° — ^ m + p C l t ) -h. 

0 =rr G m ^p—j - j - . 

0 — G m + ! ^ ( X U -+- . 

Nous n ' avons pas écrit les équa t ions obtenues p a r la compara ison 
des coefficients de x, x1, . . ., x1', car elles ne servi ra ient q u ' à donner la 
va leur des pa ramè t r e s auxil iaires A.'", A^ 1 , . . AJ£\ Les m -f p + 1 
équat ions- res tantes donnen t 

(34) u - i - ^ > * - » 

en posan t 

^ 0 J - ' m . / i — 1 

( 3 5 ) 

G/7+1 

Gp+« 

Gp 

C;,~ 

Jim-p—x 
c „ 

G//H-2/I 

G 2 ' ' D m 

Ainsi la quan t i t é - -"—-

G 0 o 0 

G, G„ o 

o 

0 

G. 

G,,j 

( - 1 ) 
mp 4 - p(p+l) 

ne change pas q u a n d on augmen te 
E„ 

ou d iminue p d 'une un i t é , m r e s t a n t le même. Or, p o u r p — o, elle est 

égale à fe^r» d 'après la formule (32). On a donc 

( 3 6 ) D , „ , ; i = ( - i ) 
i " ! m + î / J - H 

Telle est l 'expression de D m , / ) 5 qu ' i l suffira de r epo r t e r dans la 

formxile (28) pour calculer la rac ine \ . 

25. Au lieu de considérer la l imite supér ieure de pour 
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La recherche des discont inui tés polaires si tuées sur le cercle de 

convergence peu t , dès lors, être regardée comme u n cas par t icu l ie r 

du problème su ivan t , que nous allons t r a i t e r et dont la solut ion 

nous sera utile plus t a r d : 

Étant données la série 

(a) / ( x ) — «„ 4- a, x 4-. . . 4 - a„, x1" + . , . 

et une fonction positive 
M = cp (m), 

gui augmente constamment et indéfiniment avec m, mais de telle façon 

que k j ^ " J i ) 1 ^ tende vers i, soit co la limite supérieure pour m infini, 

de L ' a'" ' 
LM 

Exprimer qu'en multipliant la série (a) par un polynôme de degré p 

convenablement choisi 

(12) I 4- A" 1./' - I - A'-'.r-~\-. . . 4- A '/ 'W', 

on peut diminuer la valeur de cette, limite supérieure, c'est-à-dire 

qu'en opérant sur la nouvelle série 

fix) <C ( . / • ) — 2 t'mX""/' 

L I /;,„ I 
comme sur la première et formant la limite supérieure de j ^ , 

on trouvera une quantité to' plus petite que e u . 

Afin de simplifier l 'écr i ture , nous conviendrons de représen te r 

ind i s t inc tement p a r la le t t re 0 divers nombres de module inférieur 

à 1 , et p a r la le t t re E différents nombres inf in iment pe t i t s p o u r 

m infini. Nous pour rons écrire, avec cet te nouvel le n o t a t i o n , 

(37) bm=am.hl,-\- A">*„„.,_, + . . .4- A'/'iff„,= 0ISf 

Dans cet te égalité, remplaçons m success ivement par m,„ rn,,..., m,,, 

dé t e rmine r le r ayon de convergence, il revient au même, ainsi que 

nous l 'avons déjà r e m a r q u é (n° 5), de chercher la l imite supér ieure 

d e i J ^ i i . 
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où 7no, 77ii, . . ., m,, sont p + i ent iers t ous t rès grands . Nous aurons 

A">«„ 

Nous considérerons m a i n t e n a n t le dé t e rminan t d 'o rd re p + i 

(38) Alf!'. 
/«A, m , . m , , 

HI • • • a n 

a,, a. 

Chaque colonne de ce d é t e r m i n a n t correspond, comme on le voi t , 
à l 'un des indices m 0 , r»i, . . ., m,,. Le mineur relatif à l 'é lément a m H . , . , 

pris dans la colonne cor respondant à l ' indice m i , é t an t désigné pa r 

la n o t a t i o n jjj~pj> la formule (87) m o n t r e que no t r e d é t e r m i n a n t peu t 

se m e t t r e sous la forme 

rfA'/'i 
A, 

Il y au ra donc au moins une va leur de i pou r laquelle on aura 

et, pa r conséquent , 

A'/') j g 
^ ( 7 , ; > ) 

. à ( i , p ) . 

d 'où la conclusion su ivan te : 

Si, pour chaque déterminant A ^ * i > i i ) H ) j , on p?'erarf £a pZus petite des 
1 A''1' . . . . . 

quantités j - jypL / j A , / ; ) >. limite supérieure, pour ma, m,, infinis 

à(>\ k) 

(n° 3) du résultat ainsi obtenu (') devra être plus petite que w, ou jpZws 

f 1) Nous considérons tous les quotients — — r - au l ieu de nous en tenir, 

d ( i , k) 
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k). 
P o u r abréger, nous donnerons à ces d é t e r m i n a n t s le n o m de déter

minants principaux. Ainsi, l 'on a, pour un d é t e r m i n a n t pr incipal , 

= 7iMf~- [i, k — o, i, :>., . . . , p — i). 

<)(>•, k)J 

Au lieu du d é t e r m i n a n t A"' nous in t rodu isons u n d é t e r m i n a n t CO, 
défini de la façon su ivan te : 

Au-dessous du dé t e rminan t A"'~", écrivons la ligne a„h+l„ . . ., a,„ _f 

Nous formons ainsi un t ab l eau rec tangula i re 

(3g) 

«III., ,!/>• 

CO sera le plus g rand dé te rminan t dédu i t de ce t a b l e a u r ec t angu
laire pa r la suppress ion d 'une des lignes, soit la ligne de r ang h. 

Le nombre h ne p o u v a n t avoir que p + 1 va leurs , il est clair 
qu 'on pour ra tou jours t r ouve r des dé t e rminan t s p r inc ipaux à indices 
a u g m e n t a n t t ous indéf iniment , et pour lesquels h a i t la même va leur . 
Provisoi rement , nous ne nous occuperons que de d é t e r m i n a n t s 
p r inc ipaux choisis de ce t te façon, c 'est-à-dire p o u r lesquels h a u r a 
une va leur dé te rminée , la môme pour t o u s . 

Le mineur de cî» relatif à l ' é lément am.+k, pr is dans la colonne 

comme notre raisonnement nous l'indiquait, à ceux pour lesquels le nombre k est 

égal à p. Il est clair que la conclusion donnée dans le t ex te subsiste a fortiori dans ces 

nouvel les conditions, 

26. Réc ip roquement , supposons que ce t te condi t ion soit vérifiée 
pour une cer ta ine va leu r de p, et que l 'on ar r ive , en su ivan t la 
marche indiquée ci-dessus, à une limite supér ieure moindre que co. 
Nous pouvons a d m e t t r e que cet te va leu r de p est la plus pe t i t e 
pour laquelle il en soit ainsi, et que pa r conséquent il existe des 
dé t e rminan t s A ' ^ " , , ^ ^ à indices tous aussi élevés qu 'on le v e u t , 

tels que chacun - des quo t ien t s - soit supér ieur à M""' s. 
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(4o :MJ ü - £ (i = o, — i ; k = o . i , a. / * — i , A - f - i , / ? ) . 

Considérons, en effet, l 'un des mineurs ^ '̂V) que nous pouvons 

supposer différent de o, sans quoi le quot ient cor respondant serait 

infini, ce qui est une manière de vérifier l ' inégalité (4o). Nous pouvons 

dé te rminer des pa ramèt res \ j (/ p r e n a n t tou tes les va leurs de o à p, 

les valeurs h et k exceptées) p a r les p — i équat ions 

^ ~kjCi.mtl+j = aIHf+k, 

(40 

2 I i-I-/ 

2 ^ y f l n i , , - i + y — 

on aura et, si Q désigne le quo t i en t - ^ 

mais , d ' au t r e par t , et) é t a n t différent de o, on p e u t d é t e r m i n e r les 

coefficients a n , a,, , . . , a / H - i , a/»-i> • • •> «fy pa r les p équa t ions 

-1- <Z.| ß / n 0 - H . . 4 - <X/,_i a«i 0-i-«.-l 4 - 0C / t -H + • -

L «;«,+/( = - | - ß f f l , + i + . . . 4 - « / , _ i 4 - Ä / j - i - i « m i - i A + i -I - • • . 4 - <XpOmi+p, 

j fl/nj+i — + Ä . [ ß j i ( + i - K fl/wj-t-Ä—i -1- G C / h - 1 ami-\./i+i 4 - . . • 4 - cCpßmi-i-pi 

+ # 1 ß H I , , _ i + l 4 - . ..-+- • 4 - < X ; ) ö m ( , _ i + / > 

1TADAMAIID. — JUBFLLI. 

cor respondant à l'indice mh sera encore désigné p a r l a no t a t i on jfj-jry 

Le déterminant CD jouira de la même propriété que le déterminant À 1 ' ' -" 
et l 'on au ra aussi 

CD i 

0 
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p a r r a p p o r t a a, 'II,-h/H fylli+ID 
r e spec t ivement . Ces va leurs , 

t r anspor t ées dans les équa t ions (4i) et (42), donnent, les relat ions 

l Po««/,, -t-p-i«„vH •+-. • • -I- F/'-i ^ " V i - v ' - i — 

| A l « m , . - H P-l « » i r H + . . . • + • « » 1 , 4 / , — ! = <l , 

• , 

«»(,_, + Fl « O T | _ , - H + • • • • + - lJ-/>-\ « m ; . - . , + / < - 1 — O , 

/ A l ß / H ; flffl|+L H - . . . - H / J y , — 1 Qmrh/l~l — ' Q , 

f * 0 + , "+• ML , - M • + - f*/<—I ,+/>—1 = O ) 

(44) 

Les coefficients et jj . , , . , a y a n t r e spec t ivement pou r valeurs 

[ J . / l = : , f ^ z 
A,, 

sont liés pa r la re la t ion 

(45) 

d 'où résul te que l 'un au moins de ces coefficients j a , , et jj.,,. est supér ieur 
, t , . / v i i • A 1 / ' " 
a -> puisque a* est p lus pe t i t que r. Or, les deux quo t i en t s 

û(î, h.) 

et égaux respec t ivement , d ' après les équa t ions ( 4 4 ) , 

à j ~ et sont supér ieurs à Mj°~*. Il en est donc de m ê m e pour Q, 

ainsi que nous l 'avions annoncé , 

27. Cela posé, au t a b l e a u rec tangula i re (3g), adjoignons une 
dernière colonne composée des é léments 

fillip) (lmt,,,, • . . , t'•/«,, i 

mp dés ignant un indice t rès grand , mais plus pe t i t que chacun des 

indices mH ..mlt~\. Nous ob tenons u n d é t e r m i n a n t A W . „ , „,... P a r 

et même, à cause des hypo thèses faites sur le d é t e r m i n a n t (iï, t o u s 
les coefficients a seront plus pe t i t s que i en va leu r absolue . Le coeffi
cient a.,, est d 'ai l leurs différent de o, sans quoi le d é t e r m i n a n t À"'" 1 1 

serai t n u l ; en sor te que nous pouvons résoudre les équat ions (43) 
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hypothèse , ce dé t e rminan t cont ient u n mineur 

quot ien t 

<)</, k) 
tel que le 

soit plus pe t i t que M|"' + s 

Si d 'abord i est égal à p, on peu t supposer, d ' après la manière 

dont nous avons formé le d é t e r m i n a n t CQ, que le mineur en quest ion 

n 'es t au t re que dD. 

Supposons ma in t enan t que i soit différent de p. On p e u t d ' abord 

p rendre k = h; car, si k est différent de h, l ' ident i té bien connue 

en t re les mineurs d 'un d é t e r m i n a n t nous donne 

û) 
I JA ' / " _ . ( i } dû) 

d(i, k) ~ à(p, k) d(i, h) ~ '' d(i, k)' 

égalité dans laquelle les r emarques précédentes p e r m e t t e n t de rempla
cer A1"» â A < / ' ] ~ a •• • n c ) A , " ] A ' ~ m 

' à(p, k)' d( 

qui condui t à 

j^j- r espec t ivement pa r Q ^ M™'+E, Gcï), ,̂„1£ > ce 

dAW 

<Hi, à) d(f, k) > ( I - - £ ) . 

Nous pouvons donc subs t i tuer le mineur - A l , au mineu r 

Mais au mineur • , ' / " ' . , on p e u t subs t i tue r le d é t e r m i n a n t t©. E n 
à(i, k) * 

effet, l ' é lément a„h peu t se m e t t r e sous la forme DM,';'"1"2, et l 'on p e u t 

écrire sous cet te même forme les coefficients a„ a cause 

des hypothèses faites sur la fonction o(m). Le d é t e r m i n a n t , ^ 

é t a n t égal à 

dû) i cito 
O ) ' f / ( « , I ) ' 

dû) 

d(i, h i) >'' 
dû? dû) 

il existe au moins u n indice / te l que 

dû) * - . • , dû) 

dà'i-) 
soit moindre que 

M'^'\ Or, Q est supér ieur à M?~'\ On a donc 

\û)\> 
d(it h) 
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et ce t te inégali té, comparée à l 'hypothèse 

nous donne 

d 'où, a fortiori, 

m 

A'/'11 < 

CO 

à(i\ h) 

M'"H"S 

jy] ( i l — m ' — s ' 

, , J / > > 

puisque nous avons supposé m,- plus g rand que m,,, et p a r sui te M; 

plus grand que M,,. 
(JA1!' 

E n un mot , on p e u t toujours supposer que le mineu r ^ . ^ n ' e s t 

a u t r e que CO. 

Si nous envisageons le sys tème des p a r a m è t r e s a„, a, , a/,-,, 

ö / M - i , «•/„ définis p a r les équat ions (43), ce t te inégali té (46) 

mon t r e que, pour t o u t indice n p l u s pe t i t que chacun des entiers ra0, 

jîip-i, on a 
(47) « „ « „ 4 - « , « , „ . < H- . . .H-a/ ,_ . | a„,./,_., -I - «/ , , i ««+/,i-i - H - . . . + ,./, « „ + / , = O N ' " ' - ' ' * . 

28. Soit, à présent , un second d é t e r m i n a n t pr incipal Aj/^.^,, 

les indices n0) n,, n,^, é t a n t tous t rès g rands , mais c e p e n d a n t 

inférieurs aux indices ni», /n,,..,. A. ce d é t e r m i n a n t A^~JJ,>ii( , 

correspond, u n d é t e r m i n a n t Oi' se dédu isan t du n o u v e a u dé t e rmi 

n a n t comme CO se déduisa i t de l 'ancien, en fa isant in te rveni r u n 

indice h que nous supposerons être le m ê m e dans les deux cas, 

conformément à ce qui a été di t phis h a u t . On peu t , avec; ce t t e 

nouvel le série d ' indices, former un sys tème d ' équa t ions analogues 

a u x équat ions (43) 

!

««,-+•* == <*'o « « , + « ' | « ' V M + ' • • "I ««„*/'-'! -I- « / . + ! « « „ I / ( I I H " . . . I' « / , « « , . ! A l 

( ( • , 

« / ! , , _ , + / ( = « 0 « « , , . . , + « ' | « « , , . , m « I , , - , I •/« H "I" « Â - H V L + * H "I" • • • "J" , • • / . . 

Si m a i n t e n a n t , dans l ' équa t ion (47), nous remplaçons n successi

vemen t par na, n,, n,,..,, nous ob tenons p nouvel les équa t ions 
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que le système (43') pe rme t de m e t t r e sous la forme 

( «c — « o ) ««„ -+- ( « i - » \ ) H- . . . 

-I- (a,,_, — cz/^i) «„„+/,-., •+- («/M-,. — a'/t+1) a„,+/l+t • + • . . . 4 - («/, — « w = ÔNy'+s 

( «.. - «'„) ««,,_, H- (« t - a', ) «„,,__,+., 4- . . . 

4- («A_, - «/,-.,) «„,,_,+/_< 4 - ( a / m — « ; m ) a ^ _ l + A + 1 4 - . . . 4- ( a / ( — « ; ) a v _ ) + , , = 'ÖNJf-y5 

Résolvons ces équat ions p a r r a p p o r t à a , — a'0, a, — a',, . . . , oc,,— a' 
en a y a n t égard aux re la t ions 

i: oui' 
y à(i, k) 

0 

nous voyons que, si n„ est le plus pe t i t des entiers n 0 , . . . , on a, 

pour chaque va leur de X, 

(49) tt:i.= N a , - ^ « -

Cette conclusion a été é tabl ie en supposan t que tous les n sont plus 

pe t i t s que chacun des m. -Mais elle subsiste pour t o u t sys tème de 

valeurs suffisamment grandes des m e t des n, Car on p e u t p rendre u n 

d é t e r m i n a n t principal auxil iaire formé avec des indices plus grands à 

la fois que les m et que les n. Si a",, . . . , a)' (_,, a j ( + 1 , . . . , x dés ignant 

les quan t i t é s analogues aux a et aux oc' calculées à l 'a ide de ce n o u v e a u 

d é t e r m i n a n t principal , l ' équa t ion (49), ayan t lieu pou r les diffé

rences oc", — a-,, d 'une p a r t et oc>, — <x>, d ' au t r e pa r t , est aussi vérifiée 

pa r a* — «x. 

Il en résul te que aA t end vers une l imite quand les indices m», . . . , 

m,,. 1 a u g m e n t e n t tous indéf iniment sans que le d é t e r m i n a n t 

A ( / ' - ' ) 
' » « i 0 , m J ) . . . . / « , , . , 

cesse d 'ê t re u n dé t e rminan t pr incipal . 

La l imite de cc\ é t an t désignée p a r — A " ' ~ A | , on a, p o u r n t rès 

g rand , la re la t ion 

(50) A W a ( 1 + A / ' - ; r/,,,. 4 - . . . 4- A<»> «„,.,,4- an+/t= 

car la q u a n t i t é N"1'"'"2, é t an t supér ieure à . 

«i)f f«4- « 1 « « 1 1 H- • • • H- — «tt+A. 

d 'après la formule (47), est aussi supér ieure à sa l imi te . 

On en conclut tou t d ' abord que A 1" 1 n ' es t pas nul , sans quoi, en 

r a i sonnan t sur la formule (5o) c o m m e nous avons ra isonné au n° 25 
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su r la formule (37), ou démont re ra i t pou r le d é t e r m i n a n t A"'"'.' une 

conclusion analogue à celle que nous y avons établ ie pour le dé te rmi-

n a n t A1'", ce qui serai t contra i re à nos hypo thèses . Le r appor t—^- -

t e n d donc vers une l imite finie et différente de o, et , p a r conséquent , 

la re la t ion (46) subsis te en y r emplaçan t CO p a r A"'~". Comme t o u t e s 

les propr ié tés p récédentes découlent de ce t te re la t ion combinée 

avec la formule (4.0), on p e u t subst i tuer , dans les considérat ions que 

nous venons de développer , le dé t e rminan t A"'""" au d é t e r m i n a n t CO, 

et supposer h = p. Dans ces condit ions, la re la t ion (5o) devient 

\'"<(„••• W* • • , ! „ . , -\-.. • 4 - A.'11
 - 1 - an+/l=0'Nm'+E. 

Cette relat ion n ' é t a n t au t re que la re la t ion (87), nous avons 

d é m o n t r é que la condition nécessaire trouvée au n° 25 est aussi 

suffisante. 

P o u r obtenir les coefficients A, on voit qu ' i l fau t choisir des déter

m i n a n t s p r inc ipaux à indices de plus en plus élevés et résoudre les 

équa t ions (43) cor respondantes . 

Nous nous étions b o r n é aux dé t e rminan t s p r inc ipaux pour 

lesquels l 'indice h ava i t la même va leur ; mais ce t te restr ic t ion n ' a 

plus de raison d 'ê t re , puisque nous avons vu qu 'on peu t toujours 

supposer h = p. 

E n p renan t comme valeurs approchées les q u a n t i t é s a calculées 

à l 'aide d 'un d é t e r m i n a n t principal que lconque , on commet sur 

chaque coefficient une er reur moindre que M,„,!,,„._„> si m0 est le plus 

pe t i t des indices qui se rvent à former le d é t e r m i n a n t pr incipal . 

Dans le cas où le nombre p est égal à r, les d é t e r m i n a n t s A " ' - " se 

réduisent aux coefficients a„, eux-mêmes. Si l 'on écrit le po lynôme '£ 

sous la forme <•% = 1 — "V> on voi t que xn est la l in i i te .de mais 
• * » " m i l 

en se b o r n a n t aux va leurs principales de a„„ c 'es t -à-dire à celles 

pou r lesquelles le r a p p o r t ~ ~ est t rès voisin de w. Si l'on ne p r ena i t 

pas cet te précaut ion , on pour ra i t ne plus ar r iver au r é su l t a t cherché , 

ainsi que nous le cons ta te rons sur un exemple . 

Dans le cas simple p a r lequel nous avons commencé et qui corres

pond à l 'hypothèse <p(m) — <?'", ce t te difficulté ne se p résen ta i t p a s ; 

nous avons vu que tous les d é t e r m i n a n t s A"""" à indices consécutifs 

é ta ien t des d é t e r m i n a n t s p r inc ipaux . 

http://liniite.de
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29. Les pa ramèt re s y. et a p e u v e n t s 'expr imer pa r des quo t i en t s de 
dé t e rminan t s . On a déjà, en effet, 

A'/'-1» d(i, k)' 
O = • 

dû) 
à(>, k) 

[M- AW- ' i d(i, h) 

et la résolut ion des équa t ions (43) donne la va leur de xk. 
Ces expressions, reportées dans l 'égalité (45), d o n n e n t u n e re la t ion 

qui peu t s 'énoncer, d ' une façon générale, sous la forme su ivan te : 

Soit donné u n tab leau rec tangu la i r e 

a, , - , A, 

., h, 

b,, 

ttp+x, "[Iii ) 
" î * * ) 

c o m p r e n a n t p colonnes et p -f- i l ignes. E n s u p p r i m a n t la p remière 
ligne, on forme u n d é t e r m i n a n t d 'ordre p 

« a /'3 . . . 4 

E n s u p p r i m a n t la seconde ligne, on forme de m ê m e le d é t e r m i n a n t 

(h bt • 

a, b,t . . h 

b; • 

Ip-H 

où nous avons in te rver t i les lignes de façon que le d é t e r m i n a n t A,,, 
se déduise du dé t e rminan t p a r u n e p e r m u t a t i o n circulaire effec
t uée en t re les lignes première , seconde et t rois ième d u t a b l e a u (5 i ) . 
Enfin, la suppression de la t ro is ième ligne fournit pare i l l ement le 
d é t e r m i n a n t 

• Il 
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Cela posé, on au ra 

(h • l, 

i \ . • • /. 

• l„„ 

• U 

• 1, 

l'/H-\ • 

à. • l-. 
l \ <>i • • h 

Ce fait peu t se r a m e n e r à u n au t re bien connu, en m e t t a n t à gauche 
du t ab leau (5i) une colonne formée tou t ent ière de zéros, à l 'except ion 
du t rois ième élément qu i sera égal à r. On ob t ien t ainsi u n déter
m i n a n t 

0 • 

0 . • fi 

i. a-. • h 

0 • fl. 

o « / M , , , 
• Il 

égal à A | i S . Les mineurs relatifs aux deux premiers é léments nuls 
sont respec t ivement A a , 3 et A a > 1 ) t and is que les mineurs co r respondan t 
aux éléments a., et a-, sont o\ et 
existe bien la re la t ion 

•S,. E n t r e ces q u a t r e mineurs 

A : , . . 0 . , ^ , , . , 0 3 , 

car la suppression des deux premières lignes et des deux premières 
colonnes donne le d é t e r m i n a n t o l (. 

Suppr imons m a i n t e n a n t la deuxième et la t ro is ième ligne, en 

m ê m e t emps que la première colonne; puis la t ro is ième et la première 

ligne ; puis les d e u x premières ; nous obtenons les t rois d é t e r m i n a n t s 

d ' o rd re p — i 
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a» 

a,l+î 

<hi+-i ln+. 
- K 

/M-l I 

H- (— i)iJ'" 

-h (•- 0 " 

an—[i, i-3 

a., 

du—|j. 

f II H /*«—[J. 

t/l hï 

ljl+\ 

4 

^ « 1-1 

7M-1 

sera i d e n t i q u e m e n t nulle. 

IIADA.MAIUI. — . lUBll . l i . 

30. On p e u t é tendre la re la t ion précédente à une subs t i t u t ion 
circulaire de n - j - i le t t res , n é t a n t u n entier que lconque au p lus 
égal à p. Dans ce cas, il f audra , pou r former le d é t e r m i n a n t A, 
suppr imer la (n -f- l igne, e t , p o u r obtenir le d é t e r m i n a n t o, 

suppr imer les n premières lignes en m ê m e t emps que les n — i pre
mières colonnes du tab leau (5 i ) . La somme des va leurs que p rend le 
p rodu i t Ao, lorsqu 'on p e r m u t e c i rcula i rement les n -f- i premières 
lignes du t a b l e a u (5i) , est encore nul le si n est pai r . Lor sque n est 
impai r , il faut , pour obteni r u n e somme nulle, faire précéder les 
t e rmes a l t e rna t ivemen t du signe -f- et du signe —. E n u n m o t , 
dans tous les cas, on mul t ip l ie ra chaque valeur p a r -|- i ' ou p a r — i 
su ivan t que la subs t i tu t ion qui a servi à l 'obtenir a p p a r t i e n t ou non 
au groupe a l te rné , et la somme 
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S — 
• v i n — 

h-

a, . . . /., 

Un—1 • * • 

' a, 

a., 

tu 

t, /, 

P a r conséquent , si l 'on veu t démont re r n o t r e propos i t ion p o u r 

certaines valeurs de n et de p, on peu t la supposer établ ie , d ' une 

p a r t pou r les sommes S,,,,,-,, d ' au t re p a r t p o u r les sommes S„_i 
Or, la somme S,,,,, est une fonction l inéaire et h o m o 

a, 

m i e s o „ , , , _ i , u a u t r e paru p o u r l e s s o m m e s o „ _ i 

< n J I est une fonction l inéaire et homogène de a,, 
-1-1 • 

a, est mult ipl ié p a r la somme 

b, ... L 

71+1 

b„ 

I'm 

• ( ~ I I " 

l„ 

' / H 

b,n 
b. 

"n-i 

bu ,.s 

A/H-ï 

• ' Ifl HI 

Ai 11 

it 
A» 

qui est préc isément u n e s o m m e S „ „ i ; et ü en est de m ê m e pour a a , 

ctS) . . . , <X+i. 

Considérons m a i n t e n a n t u n élément a don t l ' indice soit supér ieur 

à n H- 1, soit a / M ( p a r exemple . P o u r avoir le coefficient de a,,.H, il 

faudra suppr imer la dernière ligne et la première colonne dans le 

Tou t d 'abord ceci a lieu pour n = 2, ainsi que nous venons de le 

voir . P o u r p = n, le d é t e r m i n a n t 0 se rédui t à u n seul é lément , et 

il v ien t 
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dé t e rminan t A et dans ses t rans formés . La dernière ligne du 
t a b l e a u (5i ) cont inuera à ê t re représentée pa r les é léments h,,+,, . . ., Z/V_H 

qui figurent dans le d é t e r m i n a n t o. On pour ra développer encore 
pa r r a p p o r t à ces derniers é léments et l 'on t rouve ra , pou r le coeffi
cient de chacun d 'eux, une somme S 7 i ) / J _| . 

Ces différents coefficients p o u v a n t ê t re supposés nuls , ainsi qu ' i l a 
été r e m a r q u é p récédemment , il en est de m ê m e p o u r S,,,,,, comme 
nous voulions le démont re r . 

On pour ra i t même aller plus loin et, au lieu d 'opérer s implement 
la subs t i tu t ion circulaire p récéden te , effectuer success ivement tou te s 
les subs t i tu t ions d 'un groupe de degré n -\- i c o n t e n a n t ce t te subst i 
t u t i on . La somme des va leurs du p rodu i t A3, précédées chacune 
du signe + ou du signe — , su ivan t que la subst i tut ion, correspon
d a n t e serai t ou non .a l t e rnée , s ' annulera i t toujours . Car, si F désigne 
le groupe formé par les puissances de no t re subs t i tu t ion circulaire, 
on sait que les subs t i tu t ions du groupe donné seront données pa r un 
t a b l e a u de la forme 

r, t , I \ T 2 r , T ^ r , 

où i , T , , . . . , T,._i désignent r subs t i tu t ions . Or, en a p p l i q u a n t à no t r e 
p rodu i t Ao les subs t i tu t ions T ( F , on obt ient la t r ans fo rmée de S„,,, 
p a r la subs t i tu t ion T (mult ipl iée pa r + i ou — i su ivan t que T, 
est a l ternée ou non) , et ainsi des au t res . Ces différentes t ransformées 
é t an t nulles, puisque l 'égali té S,,,,, = o est une iden t i t é , n o t r e conclu
sion est établie. Par exemple , la somme considérée sera nulle pour 
t o u t groupe transit if de degré p remier , car un parei l g roupe cont ient 
tou jours u n e subs t i tu t ion circulaire. 

Enfin, au lieu du d é t e r m i n a n t o, on peu t considérer u n dé te rmi
n a n t A' ob tenu , n o n p l u s en s u p p r i m a n t n-—i colonnes du t a b l e a u (5 i ) , 
mais en lui laissant t ou te s ses colonnes et lui a j o u t a n t n— i lignes 
composées d 'é léments a rb i t ra i res . Car ce d é t e r m i n a n t est égal à une 
somme de dé te rminan t s o mult ipl iés pa r des coefficients qui ne 
dépenden t que des lignes ajoutées et, p a r sui te , les conclusions 
obtenues pou r le p rodui t Ao s ' app l iquen t au p r o d u i t AA'. 



É T U D E 

S U R LES 

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES 

1, La décomposi t ion d 'une fonction entière F (a?) en facteurs 

pr imai res , d 'après la m é t h o d e de M. Weicrs t rass , 

a condui t à la not ion du genre de la fonct ion F , 

On dit que F est d u genre E si, dans le second m e m b r e de l 'équa

t ion ( i ) , tous les po lynômes Qp sont de degré E , et que la fonct ion 

ent ière G (a?) se réduise éga lement à u n po lynôme de degré E au 

plus . 

Dans u n article inséré a u Bulletin de la Société mathématique de 

H Los principaux résultats contenus dans le présent Mémoire ont été présentés 
k l 'Académie des Sciences dans un travail couronné en tSoa (Grand Prix dos Sciences 
mathématiques). 

E T ISN P A I l T I C U L I E l l 

D'UNE FONCTION CONSIDÉRÉE PAR RIEMANN ( ') 

(Journal de Mathématiques, !\" série, L IX, i8g3.) 
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France ( ') , M. Poincaré a d é m o n t r é une propr ié té des fonctions de 

genre E. L 'énoncé auquel il est pa rvenu est le su ivan t : 

Dans une fonction entière de genre E , le coefficient de x'", multiplié 

par la racine (E -f- i)"'™° du produit des m premiers nombres, tend, 

vers zéro quand m croît indéfiniment. 

J e me propose de compléter ce théo rème en é t u d i a n t , d 'une façon 

générale, les relat ions qui l ient les propr ié tés d 'une fonction entière à 

la loi de décroissance des coefficients et, par t icu l iè rement , en démon

t r a n t la proposit ion inverse : 

Si le coefficient de x'" est moindre que — l —i la fonction est, en 

général, de genre moindre que X. 

P R E M I È R E P A R T I E . 

R E L A T I O N S E N T R E L A LOI D E D É C R O I S S A N C E D E S C O E F F I C I E N T S E T 

L ' O R D R E D E G R A N D E U R D E LA F O N C T I O N P O U R L E S G R A N D E S 

V A L E U R S D E L A V A R I A B L E . 

2. Le déve loppement t ay lo r i en d 'une fonction ent ière est carac té

risé ( a) pa r cet te circonstance que la racine ?n i ù m o du coefficient de x'" 

t e n d vers zéro quand m a u g m e n t e indéf iniment . 

Si donc une fonction entière F (x) est donnée p a r le déve loppement 

( 9 ) F f un ) = «„ -t- •'• -{-••• -I- a m x"1 + . . ., 

le module de am peut être représenté pa r r ^ ^ ) ] » ' o ù ^i™) est positif 

et infini avec m. 

P o u r obtenir une q u a n t i t é supér ieure au module de F(x), nous 

remplacerons chaque t e r m e de la série (2) par son module , de sorte 

( x) Année i883 , p. i36 et suiv. 

(2) HADAMABD, Essai sur l'étude des fonctions données par leur développement de 

Taylor, n° 6 (Journ. de Math., 4 e série, t. VIII) . 
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( 3 ) <p('/«')= \/yJ »>) 

satisfasse aux condi t ions que nous venons d ' indiquer . 

3. A. cet effet, soit ant% le premier coefficient non nul . La q u a n 

t i t é y u„ 
> d i m i n u a n t indéfiniment à mesure que m augmen te , 

doi t p rendre nécessa i rement une, va leur plus g r ande que tou tes les 

au t res . Soit m{ l ' indice cor respondant . P o u r les va leurs entières de m 

comprises ent re m» et m,, nous prendrons comme valeurs de X.(m) 

les t e rmes successifs d ' u n e progression géomét r ique a y a n t pou r 

premier t e rme — — et p o u r dernier y—~•> don t la raison sera, p a r 
M/11» &m. 

suite, ; ce qui revient (en. faisant in te rven i r non seulement 

les va leurs entières de m, mais les .valeurs fract ionnaires ou incom
mensurables) à p r end re pou r / ( m ) une cer ta ine exponentiel le de la 

forme e " o ù l'on a u r a a 
V «/», 

Soit de même m» l ' indice plus grand que m, pou r lequel la quan

t i t é 7/5 
V «/ 

prend, la plus g rande valeur . E n t r e m — m, et m ~- m», 

on p rend ra pou r va leurs de %(/n) ' o s t o n n e s successifs d ' une progrès-

que nous pour rons considérer a„, comme égal à ^ , ^ - p et x comme 

réel et positif. 

Nous supposerons, en out re , que f(m) est une fonction cont inue 

et croissante, avec ce t te condit ion que L<p(m) -|- ~ soit, à p a r t i r 

d 'une certaine va leur de m, cons t ammen t croissant , quel que soit 

le n o m b r e k. 

Dans les cas usuels, ces hypothèses se t r o u v e n t vérifiées d'elles-
m ê m e s ; mais on peu t les supposer vérifiées dans le cas le plus général , 
à la condit ion de remplacer , d 'une manière convenable , cer ta ins 
coefficients a„, par des nombres plus g rands , ce qui est permis , 
pu isque nous agrandissons ainsi la somme de la série (2). 

En u n mot , on peu t dé te rminer une fonction x(m) au plus égale, 

pour les valeurs entières de m, au module de — (l 'égalité ayan t lieu 

pou r une infinité de ces valeurs) et telle que la fonction 
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sion géométr ique ayan t pou r premier t e r m e , 1 -r- et pou r dernier —-

T • i . . . "' s—'"<• 1 a,„, 
La raison de cet te progression, a savoir i / ^ 

que la précédente , car l ' inégali té 

sera plus grande 

V 
"/am, 

< 
''"'Mm, 

V am„ 
OU 

> 

2> 
V "•<». 

p e u t s écrire 

On considérera ensuite la va leur mA de m pou r laquelle 

sera le plus grand, et l 'on con t inuera ainsi indéf iniment . 
V « m , 

4. Au reste, ces opérat ions p e u v e n t se r amener à la cons t ruc t ion 
bien connue du polygone de Newton . 

Pour cela on considérera m comme l 'abscisse d ' un po in t M (fig. i 

dont l 'ordonnée sera fournie p a r la va leur cor respondante de L 

Nous aurons ainsi une sui te indéfinie de points r ep ré sen t an t les 
différents coefficients de no t re série. 

P renons alors une demi-droi te , t o u t d 'abord parallèle à la par t ie 
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( l ) Si l'on voulait quo y, et par suite <p aient une. dérivée, pour toute valeur de m 

(ce qui n'est pas nécessaire pour la suite), il suffirait de, circonscrire au polygone A B C . . . 

une courbe convexe, ce qui est évidemment possible, par exemple à l'aide d'arcs de 

coniques se raccordant entre eux aux sommets successifs. On verrait aisément que 

les autres,propriétés des fonctions % ot <p subsisteraient dans ces nouvel les conditions. 

néga t ive de l 'axe des y , et que nous ferons t o u r n e r a u t o u r du premier 
poin t représentatif dans le sens t r igonomét r ique j u s q u ' à ce qu 'e l le 
passe pa r un ou plusieurs des points su ivan t s . Ce sera le p remier 
côté AB de no t r e .polygone. Pour obtenir le second, nous considé
rerons une droite issue du po in t B et que nous ferons t ou rne r a u t o u r 
de ce point , etc . 

Cont inuan t ainsi à la manière ordinaire, nous t r ace rons une l igne 
brisée convexe ABC. . . d 'une infinité de côtés, qui passera pa r une 
infinité de points représentat i fs et laissera tous les au t res en dessus. 
Les coefficients angulaires des côtés pou r ron t être d ' abord négat i fs ; 
mais , à par t i r d 'un cer ta in momen t , ils dev iendron t nécessa i rement 
positifs et même de plus en plus grands. 

L 'ordonnée de ce t te ligne brisée représente le logar i thme de la 
fonction '/.(/n) définie au numéro précédent , e t le coefficient angulai re 
de OM donne la va leur de Lip(m). 

5. Nous voyons t o u t d 'abord que yu(m) est une fonction crois

sante , et de maniè re que le rappor t ^ " ' J ^ soit aussi croissant . 

Il en résul te que la fonction <p(m), laquelle a une dérivée, sauf en des 
points isolés ( ') , est, el le-même c o n s t a m m e n t et, indéfiniment crois
sante . 

E n outre , m» é t an t un ent ier quelconque, la fonction hy(m) est, 
ent re m — m„ et m ~ mt + i , de la forme am -— b, où 

a = L%(m0+ i) •-- I, jc(/M„), 

/; = — ( / « „ 4-I)L%(/«„)H- /«„Lx( ' " - I I "I- i l 

= / » „ { / » „ 4 - i ) [ I , cp( w „ 4 - i) - - \J <if{inu ) | . 

L<p(m) é tan t p a r sui te de la forme a > la q u a n t i t é Lsp -f- ^ sera 

croissante si b > k. Ceci devan t ê t re vra i quel que soit le n o m b r e k, 
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pourvu que l 'on prenne m 0 assez grand, nous avons à m o n t r e r que h 
augmen te indéfiniment avec m0. 

Or, b est cons tamment croissant , car l ' inégalité 

est équivalente à l ' inégalité 

Lyim -f-1) — L x ( m ) ï L j ; ( > « ) — Ly(m — i ) . 

D'ail leurs, si b restai t inférieur à une quan t i t é fixe k, on aura i t 

IJ tu ( w. + i) - Lcp( w ) < ^ 

et, comme le second m e m b r e est le t e r m e général d ' une série conver
gente, © serait fini pour m infini, ce qui est contra i re à nos hypothèses . 

La fonction <p, définie comme il v ien t d 'ê tre di t , r empl i t donc les 
condit ions que nous nous sommes imposées. Nous r emarque rons que, 
m o y e n n a n t ces condit ions, A é t a n t u n nombre fixe supér ieur d 'aussi 
peu que l 'on v e u t à l 'uni té , on a, pour les grandes va leurs de m, 

ffl(>,Wl) I 

v 9 ( m ) m 

car la fonction 
Ä / I i \j®(tm) — La (m) -I- s — > 

T ' A — i \tm m J 

considérée comme fonction de l, est croissante, d ' après nos hypo
thèses , à pa r t i r de t = i , si m a été pris suffisamment g rand . É t a n t 
nulle pour t = i , elle sera posi t ive pou r t = "A, d 'où résulte 

cp ( A m ) i J-i-—^ > e»< > H 

6. Cela posé, soit ty.(x) la fonction inverse de <p, qui est également 
une fonction posit ive, cont inue et croissante d 'une var iab le posi t ive. 

/te!,* 
J e dis que F(œ) croît înoins pite gue rcV , le n o m b r e £ é t a n t 

positif, mais aussi pet i t qu ' on le veu t . 
P o u r le démontrer , soit x' u n n o m b r e supérieur à x. Dans la série 

qui représen te F (a;'), considérons le dernier t e r m e qui soit plus 
H A i M M . i n n . — .uimi. i ' î . 8 
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o ( m ) < ( i -i-
( m, 

valeur qui sera désignée p a r m,. 

Le nombre m„ a u g m e n t a n t indéfiniment avec x, le r a p p o r t — t e n d 

vers l 'uni té , car l ' inégali té (4) mont re que ce r a p p o r t ne sau ra i t 
demeure r supérieur à aucun nombre A plus grand que i . 

Enfin un t rois ième groupe comprendra ce qui reste de la série 
depuis le t e rme de r ang m, -f- i j u squ ' à l'infini, 

/ /,.'\'»„ 

Dans la combinaison F(x')—f J F (# ) , les m» premiers t e r m e s 

donne ron t une somme négat ive . Q u a n t aux t e rmes su ivan t s , le 

t e r m e en x!"a+h donne ra 

Remplaçons — e ^' ^ pa r la q u a n t i t é plus pe t i t e t - - A L ^ j ; 

nous voyons qu' i l nous reste le p rodui t de L ( ' ^ j p a r une somme de 
t e rmes de la forme ha^^x"""'1'. 

Considérons d ' abord les te rmes du deuxième groupe , a„h,,./,.'**""" 

é t an t inférieur à i , la somme cor respondante sera moindre que '""^ . 

Or, nous pouvons supposer que ÏÏ(.ï') est supér ieur à 
11 IH®'(/ll) , 

— illll 

sans quoi le t h é o r è m e serai t d é m o n t r é ; et nous allons voi r que, d a n s 

ces condi t ions , le r a p p o r t t e n d vers zéro. 

D 'abord il nous suffit de nous occuper de p " y | > pu isque ~~ t e n d 

, . , mai'im) , 

vers i . Or, la q u a n t i t é est, a p a r t i r d i m cer ta in m o m e n t , 

g rand que i , c 'est-à-dire tel que <p(m) < x'. Son r ang m„ sera le plus 
g rand entier con tenu dans *\>{x'). 

A y a n t isolé les ma premiers termes pour en former un p remie r 
groupe, nous séparerons un second groupe a l lan t depuis m == ma -f- i 
j u s q u ' à la plus g r ande va leur de m qui satisfasse à l ' inégalité 
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m) 
dm 

Par suite, l ' intégrale eJ est plus grande que A m ' , A é t an t une 

cons tan te différente de o. F(x') é t an t supposé plus g rand que e-' ' "' 

le r a p p o r t ] T J, tend bien vers zéro. 

Dans les te rmes du t rois ième groupe, a,„irt_;1.'s''"iri"''' est moindre 

— \ • Ces t e rmes donnen t donc une somme inférieure 

' + "h J 

à la somme ^h- ~7Tâ = ( m i > + laquelle est, comme la précé-
a = o ( i H — -

m, 
dente , de la forme zF(x'); de sorte que l 'on peu t écrire 

V(x') > F ( a > ) 

Prenons les logar i thmes, divisons pa r L ( ~ ) et faisons t e n d r e x' 
,
 x 

vers x, nous aurons 
dLF(x) . , , 

ce qui, en in tégrant , donne bien (') 

(6"| F(x)<A.xte 

A. é t a n t fini. 

P a r exemple, pour la fonction 

fin 

(7) I T ^ ) = 2 ' / ' " ^ " . M < r 

qui est une moitié du déve loppement d 'une fonction 0(z) où l 'on 

( x) Plus exactement, nous voyons que, pour les valeurs de œ plus grandes qu'une 

certaine l imite, ou bien F(.IJ) est moindre que eJ x , ou bien on a l'inégalité (5). 

Ceci suffit manifestement pour que l'inégalité (6) soit constamment vérifiée. 

3 • 3 
plus grande que — > puisque la fonction L<p(m) -(- ~ est croissante. 
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aura i t posé e "' = x \ on a 

cp ( ni ) — r'" 

^en dés ignant p a r r le module -^j; d'où 

E n app l iquan t le t h é o r è m e précédent , on voi t que ,f a u g m e n t e 

indéfiniment moins v i te que e'u" •'' = e'1'', ce qui est bien conforme 
aux résul ta ts fournis p a r la théorie des fonctions elliptiques ( '). 

7. Envisageons en par t icul ier le cas où l 'on a 

( 8 ) 
i. 

( m ! ')* 

a é t an t un nombre positif quelconque. 
Les formules connues pou r l ' approx imat ion de la fonction F nous 

m o n t r e n t que cet te expression est de la forme 

( III H- I ) v " 

k é t a n t fini, de sorte que nous pouvons p rend re 

tp ( m i 

I I é t a n t une constant!!. 

<\i(x) sera de la forme lia;* et l ' in tégrale j^~—-dx au ra la 

même forme, Nous ar r ivons donc à l 'énoncé s u i v a n t : 

C1) Les formules connues correspondant, à l'addition des périodes dans la fonction 6 

donnent 
L ' . r 

{?( . / , • ) < A > ' ; ' ; , 

La l imite donnée par le, théorème précédant est donc un peu trop élevée, ce dont il 

sera rendu compte plus loin. 
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Si le coefficient de x'" est moindre que —'j—, la fonction croît moins 

vite que eUva, où II est une certaine constante. 

8. Au reste, dans ce cas par t icul ier , on arr iverai t à la m ê m e conclu

sion pa r la comparaison directe des deux séries 

r(/».« 4 - ri 

laquelle, en v e r t u des propr ié tés de la fonction T, peu t ê t re subs t i tuée 

1 • V I TO1'1 \ 
dans no t re ra isonnement à > . ' , . „ ) » et 

II 
J,. v , 

E n posan t - = m' et c o m p a r a n t les par t ies des deux séries qui 

correspondent aux valeurs de m et de m' comprises en t re les mêmes 
l imites, on reconnaît a isément que, pour a > i , on a 

et, pour a < i, 

où, bien en tendu , E(̂ ~J désigne le plus grand entier con tenu d a n s - -

Enfin, si « est un n o m b r e entier, on peu t m e t t r e ce résu l ta t en 

évidence pa r l 'emploi de la formule 

(9) A [ml)* w-iJ, X Jn i - « 

où F a.-.| est une fonction finie. 

On peu t démont rer ce t te formule en p a r t a n t de la r e m a r q u e 

su ivan te : 

Si 

y; [as) = a0 4 - ciix 4 - . • . 4 - amx
m 4 - . . . 

et 
f„[x) — !>„ H- bxx 4 - . . . -I- hm&

m 4- • • •. 
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dés ignent des séries ent ières , la va leur de la série 

fj(.r) = aj)„ H- a, />., j : - + • . . . - h am/tm.T"'-\-. . . 

sera donnée pa r l ' in tégrale définie 

( i o ) / : , ( . / , ) = - - / fi(j*e*)Mxt-v>er*)dO, 

u, dés ignant u n exposan t quelconque compris en t r e o et i . 

D 'après cela, supposons la formule (g) démon t rée pou r une cer ta ine 

va leur de a. Nous pour rons , dans l 'égalité (10), faire = e'', 

h (x) — S -TTT5 avec JJ. = — — • Cette égali té p r e n d r a bien alors 

la forme 

p o u r v u que l 'on pose 

L a formule (g) condui t d 'ai l leurs préc isément à l ' éva lua t ion 

p récédemment ob tenue pour la série ^ ^Tj ' i 1 ' c a i ' l ' intégrale qui 

figure au second m e m b r e est é v i d e m m e n t plus pe t i t e que e"1''1 , 

où M est le module m a x i m u m de F«_.|. 

9. Inversement , on p e u t chercher la loi de décroissance des coeffi

cients , connaissant la loi de croissance de la fonct ion pou r les g randes 

va leurs de x. 

Dans son Mémoire p r écédemmen t cité, M. Po inca ré résout ce t te 

ques t ion pour le cas par t icul ier des fonctions que nous venons de 

considérer aux d e u x numéros précédents , en i n t rodu i san t une 

fonction entière auxil iaire ( ') , 

( I I ) <I> (,/.•) — f F ( U; ) (il,. 

(*) Nous transformons, par un changement de variable, l'expression de M. Poincaré. 

Sous cette nouvelle l'orme, les fonctions ( n ) et ( ia) présentent une remarquable 
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l ' intégrale é t an t prise sur la par t i e posi t ive de l 'axe réel ou su ivan t 
un chemin équivalent . 

On peu t é tendre cet te m é t h o d e au cas le plus général où, p a r 
exemple (V é t a n t une fonction que lconque posi t ive et indéf iniment 
croissante avec la variable) , la fonction F est supposée croître moins 
v i te que e v , a ? ) . Il faudra de m ê m e considérer l ' intégrale 

( i a ) *h(x) = f e- v<°> F ( tx) dt, 

clans laquelle G est une fonction de t telle que le r a p p o r t | soit infini 

avec t, p a r exemple thl ou tl+\ 

Cette intégrale est finie, quel que soit x, et représente une fonction 
entière. Il en résulte i m m é d i a t e m e n t que les coefficients am de F (as) 
sont plus pet i t s que les inverses des quant i tés successives 

( i 3 ) f e-v^H"ldC. 

P o u r voir la loi de décroissance de am, il suffira donc d ' é tud ie r la 
manière dont var ie la q u a n t i t é ( i3) lorsque m a u g m e n t e indéfini
men t . 

Mais on peu t arriver au même, r é su l t a t plus d i r ec t emen t pa r la 
simple considérat ion des in tégra les définies qui fournissent les coeffi
cients lorsqu 'on donne les va l eu r s de la fonction 

i fF(s)dz. 

Si, en effet, on prend pour le con tour C une circonférence de r a y o n R , 

analogie avec les expressions que j'ai considérées dans un Mémoire précédent (Essai 

sur l'élude des fonctions données par leur développement de Taylor, n o s 35-37). En cet 

endroit, l'intégrale est prise entre les l imites o et i : la fonction ainsi obtenue n'admet 

alors d'autres points singuliers que ceux de F, et il n'est besoin que d'hypothèses 

très simples sur la fonction désignée par V (t). Dans le cas actuel , l'intégrale, étant 

prise entre o et oo, est en général infinie; mais, toutes les fois qu'elle est finie, elle 

représente une l'onction entière, ainsi qu'on le verrait par une discussion analogue 

à celle que j'ai présentée à l'endroit cité. 
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on voit que a m est mo ind re que 

e V ( l l ) 

10. Dans cet te expression, le rayon R est en t i è rement a rb i t ra i re . 
Faisons R = U(m) , en dés ignant par U la fonction inverse de V ; 

nous voyons que | "\Jam | est inférieur à fjj-~) • 

P o u r V ( R ) = R*, ceci donne bien le résu l ta t o b t e n u p a r M. Poin-

caré, et d 'après lequel | "\Jam | < ~ s " 

On voi t encore, pa r ce procédé , que, dans le déve loppement de e"", 

on a 

et, en général, la série qui donne le déve loppement de 

(le n o m b r e des exponent iel les superposées é t a n t [J-) a ses coefficients 
plus pe t i t s que ceux de la série 

y . J~à ( L L . , ,1,111)'" 

(le n o m b r e des signes L é t a n t \j.— i), 

11 . Mais cet te man iè re d 'opérer donne pou r a,„ une l imite t r o p 

élevée. Pour ob ten i r une l imite plus approchée , posons 

et cherchons le m i n i m u m de l 'expression (i/j). Il v ien t , en p r e n a n t 
la dér ivée 

•1(H)-. m. 

ou bien (<p é t an t la fonction inverse de <|0 

U = f ( m ) 



FONCTIONS ANALYTIQUES. 

et, pou r cet te valeur de R, l 'expression (r4) devient 

l>J VC") 
( i 5 ) 

cp ( m)" 

Supposons que la fonction <\>(x) croisse plus v i t e que xx. La 
fonction <p(m) croît moins v i t e que m", de sorte que l 'on a 

ml i 
> e- a <jp(/«) . 

Il p e u t arr iver que la fonction 4» a u g m e n t e plus v i te que n ' i m p o r t e 
quelle puissance de x. Dans ce cas, on peu t considérer a comme 
infiniment pet i t et écrire 

ml I i 

V \ a i " 

> ( t— £)<p(/H,). 

Ceci p e u t être considéré comme la réciproque du théo rème 
d é m o n t r é au n° 6. On peu t donc dire que, dans ce cas, ce t héo rème 
donne la vér i tab le relat ion cherchée. 

Si la fonction <\> croît plus l e n t e m e n t que t o u t e puissance de la 
var iable , et pa r suite <p plus v i te que n ' impor t e laquel le de ces puis
sances, les t ransformat ions précédentes de l 'expression (i5) ne sont 
plus applicables. 

Si cp (/ri) est à croissante moins r ap ide que celle de e"'1, on aura 

d 'où résul tera 

ou 

~ = - y — [ L L c a ( 7 / 0 | < —; 
(f(m)L y (m) ton1- T 1 nr 

, , < A-Lf ( m ) 

uiw'fm) k d , . 

<p ( m ) /c -h r dm 1 T x • •" 

et |"V/»HI | e s t moindre que C'est le cas de la fonct ion §(x) 

étudiée au n° 6. 
Enfin, si la fonction <p est, pou r les grandes valeurs de m, supér ieure 

iiAi)AM.\nn, — J u n i L i i . u 
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à t o u t e fonction de la forme e'"t, on peu t affirmer en t o u t cas que | "\/a„ 

est inférieur à — 7 -
m 
a 

E n effet, l 'expression (i5) peu t s'écrire 

f ,lni-mVWm) - Çh-fimVm 

Or, / é t an t une fonction quelconque à dérivée croissante , on a 

m ... (m \ J m \ 

y o » ) > 7 y ( - j + y ( - J » 

car /(???,) — / ( ^ ) e s l ^e ^ a l ' o r m e ^ f {~ + ^ n i n t ég ran t ( ') , 

il en résul te 

J'fl m ) dm > inj ( '"' 

E n posan t f(m) — ho(in), on obtient bien 

' m 
o 1 — 

12. Nous allons m a i n t e n a n t nous occuper d 'une cer ta ine classe 
de fonctions qui jouen t un grand role dans l 'é tude des fonctions 
entières : je veux parler des fonctions de la forme e H ' ' \ où G est 
lu i -même une fonction entière. 

Le module d 'une pareille fonction dépendan t de la par t i e réelle 
de G (a;), nous présenterons t o u t d 'abord quelques r emarques sur 
la pa r t i e réelle d 'une fonction entière. 

( 2 ) F ( . / • ) — « , i + « 1 <" -!-••• -1 - a „ , • + • . . . 

une fonction ho lomorphe dans u n cercle C a y a n t pou r cent re l 'origine 
et pour r ayon R ; P la pa r t i e réelle de cette fonction a u po in t x — Re'° 

Q) Nous négligeons la constante d'intégration, qui donne dans le résultat final 
un l'acteur constant. 
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de ce cercle. Le coefficient am sera donné pa r la formule 

(16) „ „ _ ^ j T ^ - ^ . 

Faisons croître R indéf in iment et supposons que P reste algébri
quement (ainsi il faut r e m a r q u e r qu ' i l n ' es t r ien supposé sur les 
valeurs négat ives de P) inférieur à R'', où X est un certain exposan t 
positif, soit 

(17) P < R > . 

J e dis que F est un po lynôme de degré au plus égal à X. 
Par t ageons , en effet, la circonférence du cercle C en d e u x par t ies : 

l 'une C,, formée par l 'ensemble des arcs où P est positif; l ' au t r e C 2 , 
c o m p r e n a n t tous les arcs où ce t t e q u a n t i t é est négat ive . Soient I , 

l ' intégrale J"p S considérée le long de C, ; L l ' in tégrale y*—- P dQ 

prise le long de C a . 
1 

Le r a p p o r t ^ t e n d r a vers zéro pou r m > A, d 'après les hypo thèses 

faites sur P ; et il en sera de m ê m e pour j ^ » car la différence I, — L 

est une cons tan te , à savoir la pa r t i e réelle de i u a a . 

Or, la formule (16) m o n t r e que le module du coefficient am est 
inférieur à Ce coefficient ne p e u t clone être que nul . 

E n par t icul ier , pour X = i , on voi t que, si la pa r t i e réelle d 'une 
fonction croît moins v i te que le module de la va r iab le , la fonction 
se rédu i t à une simple cons tan te . 

13. Nous avons supposé que l ' inégali té (17) ava i t lieu p o u r t ou t e s 
les valeurs suffisamment g randes de la var iab le ; mais nous remar 
querons que cet te hypo thèse n ' e s t po in t complè tement nécessaire. 
Les r a i sonnements précédents sont valables dès que l 'on p e u t t r o u v e r 
u n e suite infinie cle circonférences C dont les r ayons ai l lent en 
a u g m e n t a n t indéfiniment et sur lesquelles l ' inégalité (17) soit vérifiée. 

14. Revenons m a i n t e n a n t a u x fonctions considérées au n° 7. 11 
sera préférable ici d ' in t roduire , au lieu du n o m b r e a, son inverse , 
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(l) Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, a« série, l. IX, 1880. 

que nous désignerons p a r la le t t re X, de sorte que l 'on aura , pour les 

g randes valeurs de x 

(18) | F ( . - / . - ) l < e , I i - < 

Supposons q u ' u n e pareil le fonction soit de la forme e H ' ' ' : la 
pa r t i e réelle de G (x) devra res ter a lgébr iquement plus pe t i t e que H | x p 
et , p a r sui te , la fonction G (a;) ne peu t être q u ' u n po lynôme. E n pa r t i 
culier, si X est p lus pe t i t que i , la fonction G doit se réduire à u n e 
cons tan te . 

Ainsi, lorsqu'une fonction F(x) est de la forme é'[:r), les coefficients 

de son développement ne peuvent pas décroître plus vite que—y^> 

à moins que G(x) ne soit un polynôme. 
Il en serait de m ê m e si F (a;) étai t de la forme (J?( x) e , ; ( ' r ) (la 

le t t re l£ représen tan t un po lynôme que lconque) ; car la mult ipl ica
tion ou la division p a r u n polynôme n ' a l t è r en t pas le fait expr imé 
pa r l ' inégalité (18). 

15. Les résul ta ts p récéden t s p résen ten t ce t te pa r t i cu la r i t é de no 
pas changer si l 'on a joute à la fonction F (a;) u n po lynôme quel
conque ; aussi peuvent- i l s servir à démont re r , du moins pour les 
fonctions qui sat isfont à la condit ion (8) (n° 7), le t héo rème connu 
de M. Picard (') sur les fonctions entières. 

Considérons d ' abord une fonction entière F don t les coefficients 
vérifient la condit ion (8) avec a > i. Le n o m b r e X sera plus pe t i t 
que i et il sera impossible que F soit de la forme itV i ( ' , ; ), du moins 
si G ne se rédui t pas à une cons tante . L ' équa t i on F = o a d m e t t r a 
donc une infinité de. racines, et il en sera é v i d e m m e n t de même p o u r 
l ' équa t ion F(x) = P(a?), où P est un po lynôme que lconque . 

C'est pa r exemple le cas de la fonction i définie pa r l 'égalité (7), 
(n° 6). 

16. Supposons m a i n t e n a n t a quelconque, e t soit E l 'entier immé

d i a t emen t supérieur à L ' ident i té 

( 19 ) F ( ai ) = P ( ) -I- ci {m ) <?"<•'•> 
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pour ra avoir lieu, mais G devra ê t re u n polynôme de degré E au plus . 

Or, dans ces condit ions, l ' ident i té (19) ne peu t avoir lieu de deux 

façons différentes, car c'est un fait bien connu que l ' équa t ion 

(20) P(.z') + ?(«)«"»"> + P 4 ( » 4 - il + . = 0, 

où P , P , , 10, G, G, sont des po lynômes , n ' a d m e t pas 

d ' au t r e solution que ses solut ions bana les . 

On peu t même ajouter que si F , , F 2 , F a , . . . sont des fonctions 

entières dont les coefficients vérif ient toujours la condi t ion (8) et qui 

n ' on t chacune qu 'un n o m b r e fini cle zéros, la somme F ( -f- F 2 + F ; ) -f-... 
aura nécessairement un n o m b r e infini de racines, à moins que F , , 

F..., . . . ne soient ident iques à des facteurs cons tan t s et à des poly

nômes près . Cela résulte de la m ê m e proposi t ion re la t ive à l 'équa

t ion (20). 

17. La fonction F é t an t donnée , on peu t résoudre l ' équa t ion( ig ) 

dès que l 'on connaît le degré de P (x). Il suffira p o u r cela de diffé

rentiel 1 u n nombre de fois supér ieur à ce degré. Le second m e m b r e 

p rendra la forme Qe ( : (où Q sera u n nouveau po lynôme) , et, pa r 

conséquent , devra a d m e t t r e u n nombre fini de racines . Si l 'on a 

ob tenu ces racines, on conna î t ra les polynômes Q et G, et la résolu

t ion d 'équa t ions linéaires fera connaî t re <£. 

E n faisant, p a r exemple, P cons tan t , on pour ra , p a r ce procédé, 

reconnaî t re si l ' équat ion 
F = « 4 - ' i V ' 

est possible, et de la résoudre s'il y a lieu. On n ' a u r a q u ' u n e seule 

dérivée à p rendre , et il v i endra 

Q = tf'4-G'tf. 

E n égalant , dans cet te iden t i t é , les coefficients de chaque jouissance 

de x, on aura une série d ' équa t ions linéaires auxquel les devron t 

satisfaire les coefficients de 

Dans u n g rand nombre de cas, on pour ra r econna î t r e immédia

t e m e n t que l 'équat ion (19) est impossible. 

Faisons, pa r exemple, 

F ( ^ ' ) — r . , TC î = T ( Ä ' ) sin na). 
v n i - » 
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D'après les proposi t ions connues relatives à la fonction F, le 
po lynôme G devra i t être du premier degré, ce qui est contra i re à ce 
ai t que la fonction F croît comme ] a i | L | a ; | . Donc les équa t ions 

TîT^rr*^ j ^ + ^ - = < ^ ) , . . . 

on t toujours une infinité de racines. 
E n général, pareil fait se p rodui ra toutes les fois que F a u g m e n t e r a 

plus v i te que e*-*1, et moins v i te que e* , que lque g r and que soit k. 

18. Les considérat ions précédentes d é m o n t r e n t le théorème de 
M. Picard pour tou tes les fonctions satisfaisant à la condit ion (8). 
C'est, d 'après le t héo rème de M. Poincaré , le cas de toutes les fonc
t ions qui ont un genre fini. 

On peu t é tendre une pa r t i e de ces conclusions à des fonctions de 
genre infini au moyen d ' u n ra i sonnement devenu classique dans 
ce t te théor ie . On sait , en effet, que, si la fonction 

F 0 ) = e ' W , 

qui n ' a aucun zéro, é ta i t telle que l ' équat ion F(x) = i n ' a d m e t t e 
non plus aucune solution, on en conclurai t i m m é d i a t e m e n t que les 
mêmes propriétés a p p a r t i e n n e n t à la fonction 

V, = -A-G (.a). 

Si, d'ailleurs, F croît moins v i te que é^'\ ou peu t déduire de 
no t r e théorie que F1 croî t ra moins vi te que <\>(x). 

Formons alors la suite des fonctions 

Si la fonction donnée F est dépassée p a r une fonction /,„ de cet te 
sui te , il suffira d ' app l iquer m fois le r a i sonnement p récéden t pour 
r amener F à vérifier la condi t ion (8). . 

Mais, même à l 'a ide de l ' extension précédente , la démons t r a t i on 
ne s 'appl ique pas à une fonct ion que lconque ; car on p e u t former une 
fonct ion entière croissant plus v i te que n ' i m p o r t e quelle fonction /,„. 
On pour ra , par exemple , procéder de la façon su ivan te : 
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A y a n t pris une suite de nombres s,, E 2 , . . . , £/„ . . . qui t e n d e n t 
vers zéro, on appellera m, le plus pe t i t ent ier tel que la racine ml

iema 

du coefficient de x'" dans ft(x) soit p lus pe t i te que s,, puis ?n,> le 
plus pe t i t ent ier tel que la rac ine m.2

limm du coefficient de x'""-
dans fa(x) soit plus pe t i te que E 2 , et ainsi de suite. 

E n écr ivant les te rmes de / , j u s q u ' a u r ang m2 — i, puis les t e rmes 
de / 2 depuis le rang m 2 j u s q u ' a u r ang m 3 ' — i , puis les t e r m e s de f3 

depuis le t e r m e de r ang m3 j u s q u ' a u t e r m e de r ang m t — • i, 
on ob t i endra une fonction ent ière qui jouira man i fes t emen t des 
propr ié tés demandées . 

D E U X I E M E P A R T I E . 

R E C H E R C H E D E L ' O R D R E D E G R A N D E U R D E S R A C I N E S E T D U G E N R E . 

19. Les résu l ta t s obtenus dans no t r e première P a r t i e p e r m e t t e n t 
de complé ter les conclusions de M. Poincaré , dans le cas des fonct ions 
de genre zéro. 

Soit, en effet, 

» * - ( - S ) ( - S > " ( - 5 ) " 
une fonction de genre zéro, et cp(p) u n e fonction posi t ive et croissante 
telle que le module p / ( de x,, soit supér ieur à <p(p). Nous supposerons 
de plus que cp(p) soit supér ieur à pa (où a est u n n o m b r e plus g rand 

que 1) , et cela de telle man iè re que le r appor t soit croissant , 

• i <p ( /' ) ^ < mais le r a p p o r t - décroissant . 

Le module de F ne peu t dépasser la quan t i t é 

où R est le module de x. 
P o u r évaluer F«, p r enons les dérivées logar i thmiques des deux 

membres de l ' équat ion ( 2 1 ) ; nous t r ouvons 

( a a ) A-LF0(R) = — J - ^ _ H ^ + V L + . . . + 9 { P

1

) + B L + • • • • 

( a i ) 1 -h 9ÏÔ 



7 3 JACQUES HADAMARD. 

Soit 4* l a fonction inverse de 9 et, dans le second m e m b r e , isolons 

les p„ = 4/(R) premiers t e rmes . Leur somme sera moindre que • 

Q u a n t à la somme des termes qui res tent , elle est inférieure à 

I £ 
H • r •+- • • . . 

9 (Pu) ? ( / ' « + • 1 ) 

Cette dernière q u a n t i t é s 'évalue à l 'aide des procédés employés 

dans la théorie é lémenta i re des séries. On la remplace t o u t d ' abord 

pa r la somme 

( o 3 ) (i-rtp« + C - '•)!'« + (ï'- I-)P» H 

9(1'«) 9(tP») 9(t*P«) 

où t est un nombre quelconque plus g rand que 1. D'ail leurs, les 

hypothèses relat ives à la fonction <p donnen t 

où (a ' = a — t ) . La série (a3) est donc moindre que 

/'=» 

Le second facteur " / 0,,_,'_ t a pour l iante —,—- lorsque l t e n d vers 1, 

de sorte que la série (23) p e u t être remplacée pa r 

I H- E p„ I H- S <\>(H) 

OC — l <?(pn) « - I 11 

Il v ient donc (') 

d T n / n \ -
 a

 + £ 4>(H) 

(*) La limite ainsi obtenue est trop élevée, On peut, dans la plupart des cas, on 

obtenir une plus approchée en formant un second groupe avec, les t enues de la série ('.>/.».) 

dont le rang est compris entre i|>(R) et 3 a ' 4 ( R ) i lesquels sont tous plus petits que 7-^; 

puis un troisième groupe allant du rang '.>.*'i|;(R) au rang 3*'<|/(R), les ternies étant 

alors plus petits que • Après séparation d'un certain nombre de ces groupes, on 

calcule le reste de la série comme il a été expliqué. On trouve ainsi pour la série («a) 



FONCTIONS ANALYTIQUES. 73 

o ( m 

etx 
s 

peu t encore s'écrire m ( „ t ) ' pu isque <p(m) croît moins v i te 

que m a + l . 

21 . Nous allons ma in t enan t nous occuper de la quest ion inverse 
et chercher comment on p e u t obteni r la loi de d i s t r ibu t ion des 
racines q u a n d on connaît la loi des coefficients. 

Cet te recherche repose sur les formules que j ' a i données dans u n 
précédent t r ava i l ('), et qui p e r m e t t e n t de calculer les zéros successifs 
d 'une fonction à l 'aide des coefficients de son déve loppement . J e 
vais t o u t d ' abord résumer succ inc tement la marche suivie pour 
ar r iver à ces formules, en r e n v o y a n t pour les détails au Mémoire 
dont je viens de parler . 

(ai laissant do côté le l'acteur les l imites 

I 4 -
t a" a — i 
- 4 - -TT 4 - -

• 3 a 

Pour a = 2, le cociucient de serait (au ternie s près) 

a 6 3 

au lieu de 2. 

(*) Essai sur l'élude des fondions données par leur développement de Taylor, i r e et 

a e Parties (Joum. de Math,, 4 e série, t. V I I I , 1892). 

M A D A . M A H l ) . — J U W U i , 1 ( 1 

OU 

ï±f flu!1 m 
(*4) F 0 ( R ) < ö a - ^ » ' . 

20. Ainsi le module de F ne p e u t croî t re plus v i te que le second 
m e m b r e de l ' inégalité p récédente . 

Si m a i n t e n a n t nous appl iquons les conclusions du n° 11 , en 
supposan t , pour fixer les idées, que oc soit fini, nous voyons que la 

racine m""110 du coefficient am est moindre que , — r ' c e qui 
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On commence p a r in t rodui re une définition, celle de la limite 

supérieure d 'une suite telle que 

pour m infini (les u é t a n t des nombres réels). 
C'est la plus pe t i t e q u a n t i t é qui ne soit pas dépassée, ou du moins 

soit inf iniment peu dépassée pa r les termes de la sui te (25) à indices 
inf iniment g r ands ; ou encore, ce t te l imite supér ieure l est le plus 
g rand nombre jouissant de cet te proprié té que dans la suite (25) 
on puisse t rouver une série indéfinie cle t e rmes t e n d a n t vers l. 

Dans un grand nombre de cas, l est la seule q u a n t i t é sat isfaisant 
à cet te dernière condi t ion. Alors l est, pou r la suite (25), une l imite, 
au sens ordinaire du mot . Nous expr imerons souven t ce fait en 
d isant que les t e rmes de la suite (25) tendent régulièrement vers l. 

La not ion de l imite supérieure fournit d ' abo rd une expression du 
rayon de convergence d 'une série entière que lconque 

( 2 ) F ( jc ) = «,-+• a,./: 4-.. . 4- a„, j?" 4- . . .. 

Il suffit, en effet, de former la suite 

j a . , | , \\fa,\, | " V « / « I > .... 

Soit l la limite supérieure (supposée finie) cle cet te sui te . Le r a y o n 

cherché est donné pa r la formule ç=y 

22. Proposons-nous m a i n t e n a n t d ' expr imer que les po in ts singu
liers situés sur le cercle de rayon p sont des pôles au nombre de P 
(chaque pôle é t an t compté avec son degré de mul t ip l ic i té) . 

S'il en est ainsi, on p o u r r a débarrasser la fonction de ces pôles 
en la mul t ip l ian t pa r un po lynôme de degré P 

H,|1 = H - A ( | l J - K , . + All'l.r:1' 

et la nouvelle série ainsi ob tenue 

V V A ..lu 
1 i *w l'iil'*-

sera convergente clans u n cercle de r a y o n p' > p, de sorte q u ' o n 
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p o u r r a écrire 

0 6 ) f>m+V- :«,„+!• + A'"a„ 0(H-s) 

où Ö est de module inférieur à i et £ un infiniment pe t i t . 

Réc ip roquemen t , s'il existe des nombres A (", À'-', . . . , À11'1 jou i ssan t 
de la p ropr ié té précédente , la fonct ion donnée ne pour ra posséder 
sur le cercle primitif d ' au t res po in ts singuliers que des pôles, 
don t les affixes seront racines de l ' équa t ion 

(27) A"'.r + • AC ' I^P— 0. 

Elle a d m e t t r a bien tous ces pôles s'il est impossible de t r ouve r u n 
po lynôme de degré moindre que P et rempl issant les mêmes condi
t ions 

23. Considérons alors le d é t e r m i n a n t symét r ique d 'ordre p + 1 

(0 .8) 

^lll-\~fl ft/ll-h/H-i •'/tt+2/' 

p é t a n t u n ent ier quelconque. Nous désignerons p a r lp la l imite 

supérieure de "\/|L\»,/'| pour m infini (p r e s t an t fixe). 
T o u t d ' abord , quels que soient les points singuliers de no t r e 

fonct ion sur son cercle de convergence, ne peu t dépasser 

d ' après ce qui a é té supposé sur l 'ordre cle grandeur de ani. 

Mais, si le po lynôme % existe , nous t rouverons pou r lP une va leur 

nécessa i rement moindre que la l imi te précédente . Car on pour ra , 

dans la dernière colonne du d é t e r m i n a n t (28), r emplace r les a p a r 

les b cle m ê m e indice, lesquels sont inférieurs à 

donc 

1 + e • Il v iendra 

24. Inve r semen t , supposons q u e l ' inégalité 

( a 9 ) 
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soit vérifiée pou r p = P , mais non pour aucune va leur moindre de p. 

E n part icul ier , la q u a n t i t é \/| !),„ | a p o u r l imite supérieure p1'. 
On d é m o n t r e t o u t d ' abo rd qu'el le t e n d régu l iè rement vers ce t te 

l imi t e ; puis on dé te rmine les coefficients A',1,], . . ., A,,1,'1 p a r les équa t ions 

alll+P -\- A, , l '«„,+!,_, - I - . . . -I- A,};»a,„ = O, 

fl/w+p-M -t- A;,! '«„,+,. H- . . . -I- A< , ; I« / u + 1 — o, 

««/-t-îP-i H- A;,i 1 a,„^ip-i •+-.. • + A,J;) ( 7 , „ + i . _ , = O . 

Si l 'on fait augmen te r m indéf in iment , on cons t a t e que A1,',1, A1,*,', ... 
A,},'1 t e n d e n t respec t ivement vers des l imites A m , À1*', A1 1'1, 
lesquelles vérifient les équa t ions (26) en p r e n a n t pou r p' la va leur 

fournie pa r l ' équat ion Z,. = 

.La fonction, considérée sur le cercle de r a y o n p, a d m e t donc au 
plus P pôles, les racines cle l 'équat ion (27). Elle les a d m e t d 'ail leurs 
tous , sans quoi l ' inégali té (29) serait vérifiée pou r p < P . 

Soient x = x,, x = x«, . .., x = x,,, ... les différents pôles de 
no t re fonction, rangés pa r ordre de module croissant (les pôles de 
module égal é t an t rangés dans un ordre a rb i t r a i r e ) ; p M p», . . ., p,,, . . . 
leurs modules. Les P premiers de ces modules seront tous égaux à p, 
de sorte que l 'on aura , pour tou te s les videurs de p inférieures à P , 
l ' équa t ion 

( 3 o ) —J—^-f 

p . ,p 3 . . . p , , 

25. Considérons m a i n t e n a n t les valeurs de p supérieures à P . 

Pour une quelconque de ces valeurs , l,, sera au plus égal à — r ^ ™ , » 
P P 

et cela quels que soient les points singuliers situés sur le cercle de 
r a y o n p', ainsi qu 'on le vo i t en t r ans fo rman t à l 'a ide des équat ions (26) 
les p — P -(- 1 dernières colonnes du d é t e r m i n a n t (28). 

Mais si ces points singuliers sont des pôles au n o m b r e de P ' , une 
nouvel le réduct ion se p rodu i ra pour p = P + P ' ; car il exis tera 
un po lynôme de degré P - j - P ' , 
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L'êgualion (3o) est générale. 

te l que la série F a = $ ' F = Se,,,»'" a i t u n rayon de convergence p" 
supér ieur à p'. Comme dans le d é t e r m i n a n t D,„ i P + P . , on p e u t remplacer 
les é léments de la dernière colonne p a r les c de même indice, on 

voi t que Z P + P , ne peu t être supér ieur à ^F~îvjrr 

Inve r semen t , considérant la sui te des valeurs de p à p a r t i r de p = P , 

on en rencon t re ra d 'abord u n cer ta in nombre (qui p e u v e n t d 'ai l leurs 

se rédui re à une seule, p = P) p o u r lesquelles l]t est égal à p iy / ' - r -n ' 

Si après cet te série de va leurs en surv ien t une, p = P -|- P ' , pour 

laquelle lt, soit égal à p y> où p" est supérieur à p', ce t te circon

s tance dénotera , comme on le démon t r e à l 'aide de r a i sonnemen t s 

analogues aux précédents , la présence de P ' pôles sur le cercle de 

r a y o n p'. 
Les modules p P + l , . . ., p 1 M. P. sont donc égaux tous à p', et, p a r sui te , 

on au ra pour les valeurs de p comprises entre P et P -f- P ' inclu
s ivement 

1 1 

c 'est-à-dire l ' équat ion (3o), d 'après ce que nous savons sur les 
nombres ZP, . . ., Z P + p i . 

A y a n t ainsi é tudié les valeurs de ln j u s q u ' à p = P -f- P ' , on consi
dérera les valeurs suivantes , et ainsi de suite indéf in iment . 

On cons ta te t o u t d ' abord pa r ce procédé que le r a p p o r t ^ p ne 

v a j amais en. d iminuan t . La condi t ion nécessaire et suffisante pour 
que no t re fonct ion soit mérornorphe dans t o u t le p lan est que ce 
r a p p o r t augmen te indéfiniment . S'il en est ainsi, les r a i sonnemen t s 

précédents , appl iqués aux va leurs de p pour lesquelles le r a p p o r t ^ p 

p résen te une croissance, p e r m e t t e n t de calculer les affixes des diffé
ren t s pôles. Mais nous .n ' avons besoin, pou r ce qui va suivre , que des 
modules de ces pôles. 

A ce po in t de v u e nos conclusions p e u v e n t se résumer dans l 'énoncé 

su ivan t : 
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( a ) F O ) = «„-+- a.,x-i-. , . - I - «,„./;"'-I- . . . , 

dans laquelle seulement a„ est supposé différent de zéro. On mul t i 
pliera ce t te série pa r la série 

f(x) = G„ + C, x H- . . . H- Clttx»< -I- . . . , 

et, en égalant à zéro les coefficients cle la série p rodu i t , à par t i r du 
second, on dé te rminera C ( 1, G,, . . . , e tc . Des va leurs ainsi t rouvées 
on dédui t a isément l 'expression du d é t e r m i n a n t D„ ( i / , formé, comme 
nous l 'avons expliqué, à l 'aide des coefficients de la série f(x). 

On t r o u v e ainsi pou r ce d é t e r m i n a n t la va leur 

( - 0 
1 1 n 

où l 'on a posé 

( 3 l ) E,,,,,,: 

«/,,-, et,, a„ (i 

fl,M-» fl/H.., a,, o 

&lHh/i—\ . . . . . . . . 

Ct m i-tf, , , , . . . . Un 

et l ' équat ion (3o) devient , en y changean t p en p -f- *> 

( 3 i 
p., p , . . . p,,. 

i r a i s u p V - Y « H a/H-1 
"il 

im sup. \ / |F ,„ , / / I 

Pi, p s , • • • dés ignant cet te fois les .modules des zéros de F ( # ) . 
Telle est la formule d o n t nous avions besoin de rappe le r la démons

t r a t i on et qui va nous servir de point de dépar t . 

27. Supposons quo F (a;) soit u n e fonction entière et que le eoelli-

26. A y a n t appris à calculer les pôles d 'une fonction F (,T) donnée 
p a r u n déve loppement taylor ien quelconque, nous sommes à m ê m e 
de résoudre le m ê m e problème pour les zéros d ' une telle fonction, 

car ces zéros ne sont au t res que les pôles de la fonction ^Jyj' 

Le calcul des coefficients d 'une fonction à l 'a ide des coefficients de 
son inverse n'offre aucune difficulté. 

Soit , comme p récédemmen t , la fonction 
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cient a,„ soit, moindre que — , 1 .,„> où ©(m) est une fonction 

1 x(»>-) o (m)'" 1 x ' 
posi t ive indéfiniment croissante de m. Nous a d m e t t r o n s en ou t re que 

le r a p p o r t 
XX»1) 

est c o n s t a m m e n t croissant, h y p o t h è s e toujours 

légit ime, d 'après ce qui a été expl iqué a u x n 0 8 3-5. 
Nous aurons un m a x i m u m du dé t e rminan t E„ ( j / ) , défini par la 

formule (3 i ) , en y cons idérant t ous les t e rmes comme positifs et 

r emplaçan t chaque coefficient, a,„ p a r la va leur co r respondan te de 

a u t r e m e n t dit en imaginan t que dans le dé t e rminan t 

( 3 3 ) A = 

X(l> + } ) 
i 

XXP) 

I 

XU> •+••>•) xX.i> 

i 

XXfi) 
I I 

z T Ô J Ô ° ~ > 

X(m-hp) 

i 

i 

ZU) 

on convienne de prendre t o u s les t e rmes avec le signe -f-. 
Dans le dé te rminan t (33), l ' é lément a,,/, co r r e spondan t à la 

colonne de r ang i et à la ligne de r a n g k est égal à zéro si i — k > p~\~ i 

dans le cas cont ra i re . Le n o m b r e des t e rmes est 
xxp -+-1 - + - / ( — ') 

(p - h a ) ' » - 1 i) ! 

J e dis que le plus grand t e r m e est celui qui correspond à la diago
nale pr incipale . 

Effect ivement, tou t au t r e t e r m e que celui-là p résen te au moins 
une inversion, su ivant la locut ion usitée dans la théor ie é lémenta i re 
des dé t e rminan t s . Il cont ient donc en facteurs deux é léments alti., a,,},. 
tels que i < i', k < k'. Si à ce p rodu i t on subs t i tue le p r odu i t a , t t , aVik. 
on obt ien t u n au t r e t e r m e du dé t e rminan t , et ce n o u v e a u t e r m e 
est p lus grand que le p récéden t . Ceci résulte de ce que le r ap -
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nor t = — ;—! -. ' , est croissant avec k, d 'après les hypo-

thèses faites sur la fonction y. Il en est de m ê m e des r a p p o r t s 

£ i±^ , . . . , ^ùL. e t p a r sui te , de leur produi t — • On a donc bien 

Le plus grand te rn ie est donc celui qui ne renferme pas d ' inversion, 

C'EST-À-DIRE le t e r m e pr incipal . 

Il EN résulte 

I E,,,,,,| g + s)» 

et 

'-KI-JC(7' + ') 

Mais le produi t p , p 3 . . . p / ; + l est égal à Le plus g rand facteur 

/'+> /J 
de ce produi t , à savoir le dernier , est donc au poins égal à y f 

c'est-à-dire, à u n facteur près qui t end vers l 'uni té pou r p infini, au 
moins égal à f(p + i ) . 

Le ra i sonnement p récédent ne s 'appl iquerai t plus si la fonction 
s 'annula i t à l 'origine. Mais on ramènera i t ce cas au cas général en 
divisant par une puissance CONVENABLE de x ET EN RAISONNANT sur la 
fonction ainsi débarrassée de ses racines nulles. 

Nous avons également supposé que l ' inégali té 

(34) \«« 
X(»<) 

é ta i t vérifiée, quel que SOIT m. Mais IL suffit MANIFESTEMENT qu'elle a i t 
lieu pour les grandes va leurs de l ' indice; car on r amène ra i t les 
premiers coefficients à vérifier la même inégal i té en d iv isan t t o u t e 
LA série p a r u n cer ta in n o m b r e cons tan t , ce qui ne changera i t pas 
LES racines. 

La condit ion que le r a p p o r t soit croissant p e u t également 

n'ÊTRE vérifiée que pour les grandes valeurs de m; car on pour ra 
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remplacer , s'il y a lieu, les va leurs de '/.(/n) j u s q u ' à un cer ta in r a n g 
pa r d ' au t res qui satisfassent à ce t te condi t ion. 

Nous arr ivons donc à cet te conclusion : 

T H É O R È M E . —• Si le coefficient am décroît plus vite que ^j~yT,' 

la j»'"1"" racine a un module supérieur à (i — E ) <f(p), où z est infini
m e n t pe t i t pour p infini. 

E n u n mot , les modules des racines vont en croissant plus vite 

que m J — • 

V I a m \ 

P a r exemple, les racines de la fonction 

3;(.j:) = 2q"''x", 

considérée au n° 6, croissent au moins aussi v i te que q". Il en est 
de même pour les racines de l ' équa t ion 3< (x) = ül(x), où üb est une 
fonction rat ionnel le quelconque. 

28. Venons ma in t enan t à no t r e objet principal et p roposons-nous 
d 'é tud ie r le genre d 'une fonction donnée par son déve loppement en 
série entière. 

P o u r cela, nous appl iquerons le résu l t a t que nous venons d 'ob ten i r 
a u x fonctions, étudiées au n ° 7, pou r lesquelles on a 

•/.{'»•) = ( / « ! ) " 

et, pa r sui te , 
cf(m) — m*. 

Comme précédemment , nous in t rodu i rons , au lieu clu n o m b r e a, 
son inverse , que nous désignerons pa r la le t t re À. 

Nous savons donc que le modu le p,, de la plam racine croît, lorsque 

p a u g m e n t e indéfiniment , p lus v i t e que p'\ Si A n ' es t pas entier, et 

que E + i soit l 'entier i m m é d i a t e m e n t supérieur, la série Zj-^t, es t 

convergen te . Nous en conclurons plus loin que la fonction est d u 
genre E . 

Lorsque À est u n entier, il y a dou te . C'est à ce t te h y p o t h è s e q u e 

M A D A M A I I I ) . — J U n i l . l ï . 11 
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se r a t t a c h e l 'exemple don t par le M. Poincaré dans son Mémoire (') 

et relatif à la fonction 

1 . 1 ( ' n'-L-n 

Il faudrai t , dans les cas de cet te espèce, é tudier d i rec tement la 

convergence de la série ^ ^ ^ • 

Quoi qu'i l en soit, nous supposons que, le coefficient a m é t a n t 

mo indre que— 1 —> nous désignerons pa r E-f- i l ' ent ier immédia te -
(mlfi 

m e n t supérieur (et non égal) à \ de sorte que la série V soit 

ce r ta inement convergente . Nous pourrons former, d 'après la mé thode 

de M. Weiers t rass , la fonction 

. ( - . = N ( - 5 ) « ^ ) . 
où a?I, AJ2, x,„ . . . sont les racines successives et Q B ( Z ) est le 
po lynôme 

i h 

ob tenu en p renan t dans le développement de — L ( i ~— z) les E pre
miers te rn ies . 

i 
( a) M. Poincaré démontre, non seulement que « m est plus petit (pie j» mais 

(ml fi 
l 

que le produit A»,(/»!)* tond vers zéro, On peut même déduire de sa démonstration 
i 

que la racine m l 4 m * de ce produit tend vers zéro; car am(m\fi se présente comme 
m1*1"0 coefficient d'une série entière. 

i 

• Inversement, si la racine;»1'""" de um(m\)} tend vers zéro, nous savons que p,, est égal 
i 

au produit de p\ par une quantité qui augmente indéfiniment. La série V - - est 

donc tel le que ses termes soient avec ceux de la série harmonique dans un rapport 

infiniment petit pour p infini. Mais une. te l le série n'est pas nécessairement conver

gente, et le contraire se produit précisément dans l 'exemple donné par M. Poincaré. 
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La fonction donnée F(x) sera égale au p rodu i t de <I>(o:) p a r u n 
facteur de la forme ea{,T). Pu i sque nous avons déjà d é m o n t r é que les 
po lynômes de la formule (i) sont de degré E, t o u t se rédu i t à é tabl i r 
que G (a;) est un polynôme de degré au plus égal à E . 

29. Or, je vais faire voir qu 'on peut décrire, avec Vorigine comme 

centre, des cercles aussi grands qu'on le veut sur lesquels la fonction &>(x) 

reste constamment supérieure à e~ | ; r | V | " . 
Les r ayons de ces cercles seront dé terminés ainsi qu ' i l sui t : 

Les modules p,,, d 'après nos hypo thèses , croissent plus v i te que p \ 
A d m e t t o n s en ou t re que la q u a n t i t é p*-—p augmen te indéf in iment , 
ce qui peu t év idemment se faire en d o n n a n t , s'il y a lieu, u n pe t i t 
accroissement à À. 

Pu isque p*-—p augmente indéf in iment , il exis tera u n e infinité 
d 'ent iers p pour chacun desquels ce t te q u a n t i t é p r e n d r a u n e va leur 
p lus pe t i t e que tou tes les va leurs su ivan tes . Soit p0 un tel ent ier , 
de sorte qu 'on ai t , pour h > o, 

( 3 6 ) P ? M - / - P ; ; 0 > / < -

Nous déterminerons R pa r la re la t ion 

( 3 7 ) R " A - P X = ^ ' 

de sorte que l ' inégalité (36) p o u r r a s 'écrire 

( 3 8 ) p ^ > ( / j _ i + R i 

P o u r chaque valeur de l ' ent ier p„, nous aurons ainsi une va leur 
de R ; nous ob tenons donc bien u n e suite de cercles don t les r ayons 
v o n t en a u g m e n t a n t indéf in iment . J e dis que ces cercles sat isfont 
à la condi t ion indiquée. 

30. P o u r plus de clarté, je considérerai d ' abord le cas où À est 
p lus pe t i t que i (l 'égalité é t a n t exclue), de façon qu 'on a E = o. Les 
facteurs exponentiels d i spara i s san t , la formule (35) se r édu i t à 

( 3 5 0 * ( - ) = H ( * - £ 
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et, lorsque le po in t x décrira le cercle de rayon R, le module de <&(#) 

res te ra supérieur à la q u a n t i t é 

n ( S - ) i ï ( • - £ > 
/ ' = > / ' = / ' , , - * - 1 

Nous évaluerons cet te expression en p a r t a g e a n t les facteurs qui 
la composent en trois groupes . Le premier II, compr end r a t o u t ce 
qui figure sous le premier signe II, 

<*°> 1 1 = 1.1 
i> = \ 

Le nombre /;„ de ces facteurs est, nous le savons , moindre que R A — ^ • 

Le plus pe t i t est le dernier , égal à 

R t 

a 

p a r conséquent supérieur à - p puisque A est plus pe t i t que i . 

Si nous envisageons les au t res facteurs du p rodu i t (3g), la 
formule (38) nous m o n t r e que l 'on a 

(40 i > i r-

h - - ' N ' 

I H r- U 

\ R * 

Nous composerons le p rodu i t l l a avec tous les facteurs pou r 

lesquels h — ~ est plus pe t i t que R \ Le n o m b r e de ces facteurs est 

moindre que R A + ~ - Le plus pe t i t est le premier , au moins égal 

à x p a r conséquent supérieur à ~ ? (k r e s t an t fini 

pou r R infini). 
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Les facteurs res tan t s , qui forment le p rodu i t II.„ p e u v e n t se 

m e t t r e sous la forme i — u , où u = ; est pîus pe t i t que ^ • 

Or, sous cet te condit ion, on vo i t a i sément que i — u est supér ieur 

à e""2". Chacun des facteurs du p r o d u i t ff;, est donc plus grand que 

la va leur coiTespondante de e \ " ' , ou , plus s implement , de e h . 
D'après ces remarques , on voi t que le p rodu i t II, est supér ieur 

^ ( a P ? ) n ' 0 1 1 ( c o m m e c r ° î ' t moins vi te que e»', si pe t i t que 

soit E) supér ieur à e - l l W ". 
Une éva lua t ion semblable s ' appl ique au p rodu i t IL . 
Q u a n t au p rodu i t II,, il est plus grand, que e - 1" 7 , où a est le reste 

de la série 2 ~ï a r rê tée au t e r m e qui a pou r r ang l ' ent ier 7 i 0 immé-

d i a t e m e n t supérieur à R x H Or, le res te d 'une pareil le série est de 

l 'ordre de ht) '• ou de RA~~', de sor te que 110 est aussi mo ind re que e - 1 1 ' . 
Nous t r ouvons donc bien, ainsi que nous l 'avons annoncé , 

3 1 . P o u r généraliser ce t te proposi t ion , au cas d ' un genre quel
conque , nous remarquerons que , p o u r u < i , la q u a n t i t é ( i — u) e0"1"1 

est supér ieure à i — u E + 1 , C'est ce qui résul te des deux développe
m e n t s 

( 4 a ) ' L ( i — t t ) + Q B ( « ) 

~~ K 4 - T E H- a ' ' ' a (E 4 - i) 

, , » ( 1 5 + 1 ) 

(43) L ( i ) = - w'' : + l - — — ' • 

«»(•ä+e 

3 ( E 4 - 0 

H I L ( l ! + 1 ) 

Les t e r m e s de la série (4.2) sont c o n s t a m m e n t décroissants en 

va leu r absolue. Le premier t e r m e de la série (43) sera donc (en va leur 



86 JACQUES HADAMARD. 

1 - 1 -

saient t o u t à i 'heure les produi t s ITa et IL,, nous aurons à considérer 

des facteurs de la forme ^ • 

1 + 

Pour les valeurs de h inférieures à RA-f- >̂ nous remplacerons ' -y— 

p a r l 'uni té , et nous t rouve rons pour le p rodu i t I I a de ces facteurs 
la m ê m e éva lua t ion que p récédemment . 

Q u a n t aux facteurs su ivan t s , nous cons ta terons comme plus h a u t 

que leur produi t est supér ieur à e~n''HrT', où a' est le reste de la 

série -J!TÏ' arrêtée au ternie de r ang hu. 
h~ 

Ce reste é t an t comparab le à —p ï̂—> le p r odu i t Tf3 est encore 

supér ieur a e 

Au produ i t II, correspondra un produi t de facteurs polynômes et 
de facteurs exponent iels . Les premiers sont en n o m b r e au plus égal 
à R A — L e plus pe t i t est supérieur à • j — 1 , q u a n t i t é 

1 
1 â T Ï Ï 

k 
de la forme ^1 où k est fini. Leur produi t satisfait donc encore au x 

conclusions précédentes . 

Les facteurs exponent ie ls sont respec t ivement p lus g rands que les 

q u a n t i t é s e v 1 s E où u — — est p lus g rand que 1. Nous climi-

nuerons encore une telle q u a n t i t é en s u p p r i m a n t les dénomina teu r s 
d u po lynôme Q K , Le plus g rand t e rme de ce po lynôme devient 
alors le dernier et nous pour rons remplacer tous les autres p a r 

absolue) supérieur à l 'ensemble des E -f i premiers t e rmes de la 

série (4.2) ; le deuxième t e r m e de (43) à la somme des E + 1 

su ivan t s , etc. 

D 'après cela, au lieu des facteurs 1 - qui compo-
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celui-là. Nous t rouvons donc un p rodu i t plus grand que l 'expression 

/'o 

(44) 

pp é t a n t de l 'ordre de p1, la série est d ivergen te ; mais sa somme, 

lorsqu 'on la l imite au t e r m e de . rang pQ, n ' a u g m e n t e pas p lus v i t e 
•i—-

que p '•. 
E n p r e n a n t p„ = R'- et s u b s t i t u a n t clans l 'expression (44) > o n 

arr ive pour cet te dernière au m ê m e résu l ta t que pou r les p récéden tes . 

32. Not re proposi t ion auxil ia ire est donc démont rée . Sur chacun 

des cercles cle r ayon R, l ' inégali té 

| « I > ( . / ; ) | > C - B V H 

est vérifiée. 

Comme on a, d ' au t r e pa r t , ainsi qu' i l a été vu au n ° 7, 

\V{a,)\<e™\ 

il v ien t 

Dans ces condit ions, nous pouvons appl iquer à la fonct ion e01"1'' 

les considérat ions développées a u x n o s 12-13, et nous en concluons 

que G (x) est un polynôme de degré E au plus, de sor te que no t r e 

fonction F est bien du genre E . 

33. Ainsi, nous avons établ i que , lorsque le coefficient am est de 

l'ordre de——p où X n'est pas entier, la fonction %amx
m est du genre E , 

(/«!)>• 

en désignant par E -f- i l'entier immédiatement supérieur à X. L a 

réc iproque du théorème de M, Poincaré est donc bien é tabl ie pour X 

non entier. 

Si X est u n entier E + i, il y a doute , Not re fonction peu t ê t re du 

genre E ou du genre E -f- i . 

A cause de ce cas douteux , les recherches précédentes ne p e r m e t t e n t 
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On sait en effet que , dans les cours cle Calcul in tégral ('), on 
n ' a r r ive pas à déduire i m m é d i a t e m e n t cet te formule du théorème 
de M. Weiers t rass . Une démons t r a t ion spéciale est nécessaire pour 
é tabl i r que le facteur exponentiel disparaî t . 

Ici, ce t te circonstance appa ra î t t o u t d ' abord , en supposan t seule
m e n t connu le déve loppement taylor ien de sin.r, ou, plus s implement 
encore, en p a r t a n t de sa re la t ion avec la fonction exponentiel le . 

La fonction S (x) du n° 6 est également du genre zéro, ainsi que 
ses combinaisons linéaires avec d 'au t res fonctions analogues ou des 
polynômes , etc. 

T R O I S I È M E P A R T I E . 

A P P L I C A T I O N A L A F O N C T I O N D E R I E M A N N . 

34. Dans son Mémoire in t i tu lé : Ueber die Anzahl der Primzahlen 
unter einer gegebenen Grösse (''), R i e m a n n utilise les propr ié tés de 
la fonction 

Il -r- 2 

(*) Voir, par exemple, PICABD, Cours d'Analyse, t. II , p . I 5 I . 

{*) RIEMANN, Œuvres complètes (Éd. Weber et Drdeldnd), p. i3G et suiv. 

pas encore de résoudre complè temen t la ques t ion posée pa r M. Poin-
caré dans son Mémoire, et de décider si le genre se conserve dans la 
differentiation ou dans une combinaison l inéaire. Nous pouvons 
seulement affirmer que la dérivée d 'une fonction de genre E ou la 
somme de deux pareilles fonctions est en général de genre E et 
au plus de genre E -f- i . 

Le cas où les résu l ta t s p récédents affectent la forme la plus simple 
est celui où, X é t an t plus pe t i t que i , le genre est égal à zéro. 

C'est ce qui arr ivera , pa r exemple, pour si l 'on considère cet te 

q u a n t i t é comme fonction de .tr. Nous complé tons ainsi, comme 
on le voi t , la démons t ra t ion de la formule 
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d o n t l ' é tude est elle-même r amenée à celle d 'une fonct ion ent ière £{x) 
donnée pa r fa formule 

( 45 ) % (x) = £ - b̂» + - j J" W( «) H cos ^ f log / ) dt, 

où 

146) > F ( M = X - »» -1 

L'ana lyse de R iemann repose sur ce fait que considéré comme 
fonction de x1, est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son 
Mémoire, mais sans démons t ra t ion suffisante. 

Les recherches précédentes v o n t nous pe rme t t r e de dé t e rmine r en 
toxite r igueur le genre de l(x). 

35. Nous aurons t o u t d ' abord à développer £ en série. L ' in té 
grale qui figure au second m e m b r e de la formule (45) est de la 
forme 2 ( — i ) " ' C 2 m x - ' " , où l 'on a 

(47) C"'= A T , / W{1) n^°snm dt. 

On au ra donc, en considérant \\ comme fonction de x-, 

( 4 8 ) ^ ) = 2 / ^ s " S 

où les coefficients a sont donnés , à f except ion du premier , pa r la 
formule 

(49) am=(-t)«(Çj2--Clm^y 

36. R e m a r q u o n s t o u t d ' abord que la série xï? (t) p e u t ê t re remplacée , 
à u n facteur fini (') près , p a r son premier t e r m e e"71'. On p e u t 

éga lement faire abs t rac t ion du facteur t * qui est plus pe t i t que i . 

(*) Ce facteur est môme très voisin de i . Il est inférieur ù 

e -AIT 
1 -I - r = < L 4 -

10000 

HADAMAIt». -- JHIW.li. 
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D'ai l leurs , si £ est u n nombre positif, mais aussi pe t i t qu 'on le 

voud ra , l ' inégalité 

est vérifiée à pa r t i r de la va leur t = m l _ t E , du moins pou r les grandes 

va leurs de m; car on a bien, pour m suffisamment g rand , 

(I + E) login < e5'"' 

et de plus , en p r e n a n t les dérivées des deux m e m b r e s de l ' inéga

lité (5o), on t rouve 

inégal i té dont le p remier m e m b r e est décroissant t and i s que le second 
est croissant et qui est vérifiée pour t = m1""4, si m est suffisamment 
g rand . 

Si donc, dans la formule (4.7), nous décomposons l ' intégrale qui 

mul t ip l ie • J , en deux, l 'une prise entre les l imites 1 et m'*1*, l ' au t re 

(lotît)-

( 5 o ) log/ 

ent re m , + e et + 00, la seconde sera moindre que 

inf iniment pe t i te pour m infini. 
La première sera mani fes tement inférieure à 

C , , ! ! I- £)'" (loiÇW*.)'", 

or > c'est-à-dire 
7T £ 

C„, sera donc au plus de l 'ordre de 
1 -1- s\"< t logm\ 

_ _ _ 1 _ _ _ _ _ > ce qui donne 

Il faut donc p rendre (') 

( 1) La fonction «p (m) ainsi définie satisfait manifestement aux conditions indiquées 

au n° 27, 
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D'après ce qui précède, ce t te formule exprime éga lement la loi 
de croissance des racines de l ' équa t ion 'S,(x) = o, considérée comme 
équa t ion en x'. 

Si l 'on considère x comme l ' inconnue de l 'équat ion, il faut p r e n d r e 

la racine carrée de l 'expression p récéden te et l 'on t r o u v e 

( 5 0 P „ > 

en posan t 

(5P.) • A - = ^ I . 

37. Si nous voulions avoir une l imite supérieure des modules des 

racines successives, il faudra i t commencer pa r t r o u v e r une l imite 

inférieure du module de a,,,. Or, on aura une limite inférieure de Cw, 

en p r e n a n t l ' intégrale ent re les l imites m'~ £ et m'~sl (où e e t s' < £ 

sont deux nombres positifs t rès pe t i t s ) . On t rouve ainsi 

ce qui peu t s'écrire 
(i —eV"(log;?îV" 

en réunissant tous les facteurs de la forme (i — s ) " ' . 

D'ai l leurs, le r a p p o r t 4^- t e n d vers zéro; car dans l ' éva lua t ion de 

ce r a p p o r t on peu t , d 'après ce que nous avons vu , considérer l ' in té

grale prise seulement j u s q u ' à la l imite t ~ rnUt, e t il v ien t alors 

" , , < U " - 2 fun(m-i) ' 

Il en résulte que | a,„ | est, à u n facteur cons tan t près , supér ieur 

a L a H l . - . a ou a i * 
Nous pourrons alors appl iquer les ra i sonnements des n 0 B 19 et 20 

/ k'p \ 3 . 
en p r e n a n t f ( ^ ) — ( j ~ J ' où k' est une cons tan te i ndé t e rminée . 
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On a ici a = % — t, et l'on t rouve 

«m I < 
(2« + -1 log III 

E n appl iquant la réduc t ion indiquée dans la no t e du n° 19, on 

obt ient une limite un peu moins élevée 

I dm < 

( i , 8 8 -t- t)e log/u 

Si l 'on compare cette va leur à celle qui v ient d 'ê t re t r ouvée pour a,.,, 

il vient 
*' = 7 , 5 6 . . . . 

Telle est, la quan t i t é que fr'^V' ne saurai t dépasser c o n s t a m m e n t , 

lorsque p grandit indéfiniment . 

Les conclusions auxquelles nous arr ivons sont donc les suivantes : 

Le rapport — reste fini e t sa limite supérieure, pour p infini, 

est comprise entre -—^ et^-< 

R iemann donne, entre un module p et le nombre p des racines 

de module plus pet i t que p, la relation approchée 

(53) n = ~p- flos - i 
2 T. V 2 7Î 

Pour comparer ce résu l ta t à ceux que nous venons d 'obteni r , il 

faut résoudre cette équat ion pa r r a p p o r t à p, ce qui se fait a i sément 

pa r la méthode des approx imat ions successives. On t r o u v e ainsi 

comme valeur approchée 
2 7T/> 

p ~~ re£/T 

de sorte que le r a p p o r t - y—- devrai t t end re vers — • Cette va leur 

est comprise ent re les deux limites p r é c é d e m m e n t indiquées , de 

sorte que nous ne sommes p a s à même de décider si le coefficient ™ 

de la formule (53) est exac t ou non. 
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38. Mais, ainsi que nous l ' avons dit plus hau t , ce po in t n ' e s t pas 
celui sur lequel repose le r a i sonnemen t de R iemann . C'est la déter
mina t ion du genre de qui cons t i tue la quest ion essentielle et 
les recherches qui précèdent en d o n n e n t immédia temet i t la solut ion. 

Nous avons , en effet, cons ta té que, en considérant tou jours £ ( 5 5 ) 
comme fonct ion de x'1, son déve loppemen t satisfait à la condi t ion (8) 

avec oc = 2 —• s, et, p a r conséquent , À — ~ -\-z. 

Dès lors, les conclusions du n° 33 nous p e r m e t t e n t d'affirmer la 
proposi t ion su ivan te : 

La fonction \(x) (considérée comme fonction de x~) est de genre zéro. 

Elle s 'expr ime p a r le p rodu i t de facteurs pr imaires et d ' une simple 
cons tan te , sans aucun facteur exponent ie l . 

C'est le résu l ta t que nous nous proposions d 'établ ir . 



SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES 

{Bulletin cle la Sociale mathématique de France, l. 2-1, iSgü.) 

Dans u n précédent Mémoire ( '), j ' a i é tudié les relat ions qui 
exis tent entre l 'ordre de g randeur des coefficients du déve loppement 
d 'une fonction entière et l 'ordre de g randeur de la fonction pou r 
des va leurs infinies de la var iab le . J ' a i reconnu depuis q u e ' c e s 
re la t ions pouva ien t se m e t t r e sous une forme plus simple et en 
m ê m e t e m p s plus exac te . J e vais exposer sommai r emen t les résu l ta t s 
auxquels j ' a i été condui t à cet égard. 

Soit la fonction ent ière 

( i ) f(x) = «„ H- .7; 4- a.,./:'- - i .. . -I- am./
J".... 

Comme dans le Mémoire cité, je por tera i les va leurs de m en 

abscisses et les valeurs de u. = L en ordonnées . Les coefficients 

de la série seront ainsi représentés par u n e série de po in t s auxque ls 
je circonscrirai le polygone de Newton 1 , ainsi qu ' i l a été expl iqué 
loco citato. 

D ' a u t r e par t , je désignerai pa r YJ le logar i thme du modu le m a x i m u m 
de la fonction sur le cercle de rayon e* (où £ est u n n o m b r e réel 
quelconque) . Le lieu du po in t (£, Y|) est une courbe C qui t o u r n e 
tou jours sa concavité vers les t\ positifs; elle au ra en général (mais 
n o n en tous ses points) une t a n g e n t e , ce don t d 'ai l leurs nous n ' au rons 
pas à nous servir ( 2 ) . 

(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, i8ç)3. 

( 8) Dana la Notice sur les Travaux seienlifiqiws de M. Iladamard, II, 1912, on l i t 
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Soit (£, */]) u n point de ce t te courbe C. Les expressions des coeffi
cients am sous forme d ' intégrales définies nous m o n t r e n t que l 'on a 

I am I < e i - '» ï 

ou bien 

( 2 ) f~ + Y3 — > O . 

Le premier membre égalé à o représente , en s u p p o s a n t le p lan 
du po in t (m, (J.) et le p lan d u po in t (i-, YJ) superposés, la polaire du 
po in t (£, YJ) p a r r a p p o r t à la pa rabo le m 2 — 2 [x = o. Cette polaire 

doit donc laisser le point, (m, [/.) ere dessus. 

Nous arr ivons, pa r conséquent , à la p remière conclusion su ivan te : 

Prenons le contour d , réciproque du contour P par rapport à la 
parabole 

( 3 ) m1 •— \i p. — u; 

la courbe C est tout entière au-dessus du contour C,. 

Soit, d ' au t r e p a r t (p. = m, oc — ß) un côté du po lygone P . Le 
po in t (a, ß) est u n sommet de C,. Les coefficients am se ront t o u s 
inférieurs en va leur absolue a u x va leurs cor respondan tes de eP~"<K. 
R e m p l a ç a n t dans l 'équat ion (1) , on obt ient , pour £ < oc, l ' inégali té 

( 4 ) e " < -
e5-« 

Considérons la courbe e £ -f- e~r' = 1. C'est u n e courbe t o u t 
ent ière comprise dans l 'angle des \ négatifs et des Y] positifs, et 
qui a d m e t ces axes pour a s y m p t o t e s . T ranspor tons l 'origine de ces 

ceci au bas des pages 4-9 et 5o. Cette proposition a reçu récemment plusieurs démons

trations (travaux de MM. Faber, Blumenthal) . Je crois devoir indiquer cel le que j'avais 

obtenue à la date indiquée et qui me paraît la plus simple : p et n étant deux entiers 

positifs quelconques, la fonction [/ est holomorphe dans une couronne circulaire 

quelconque de centre O : elle ne peut donc atteindre son module maximum que sur 

une des circonférences limites. En désignant par p/n\e coefficient angulaire d'une corde 

quelconque de C ou, en cas d'irrationnalité, un nombre fractionnaire tendant vers ce 

coefficient angulaire, on voit aisément que ceci revient à dire que, de trois points 

quelconques de C, l'intermédiaire est toujours au-dessous de la droite cpii joint les 

deux autres : ce qui est la proposition à démontrer (Note du Comité de Rédaction) . 



f)6 JACQUES HADAMARD. 

axes successivement a u x différents sommets du polygone C, (sans 
changer leur direct ion) . Nous aurons ainsi une série de courbes 
que nous rejoindrons pa r des t angentes communes , de maniè re à 
former u n contour mixt i l igne C.j don t les côtés courbes se raccorden t 
aux côtés droits qui les comprennen t . La courbe C est tout entière 

en dessous de ce second contour C 2 . 
' Nous avons donc ainsi cons t ammen t deux con tours , don t l ' un 

l imi te la fonction infér ieurement , l ' aut re supér ieurement . D' îul leurs, 
ces deux contours v o n t en se resserrant indéf in iment et, pa r consé
quen t , le contour C,, pa r exemple, représente asymptotiquement la 

courbe C (en définissant convenablement , bien en t endu , ce qu 'on 
doit en tendre pa r ce t te locution). 



T H É O R È M E 

SU H 

LES S É R I E S E N T I È R E S 

(Acta mailiemalica, iSg^- iSg i ) , l . 22.) 

1. Soient deux séries de Maclaur in 

( l ) / ( = ) = : « „ + 0 , ! + . , , + ^ » + ., ., 
( a ) •<!>(£) = £ „ + - i - . . . + bmi

m~\-,.. 

convergentes dans des cercles a y a n t p o u r centre l 'origine et p o u r 
r ayons respectifs k et l. 

La série 

( 3 ) ^(.'/;) =aub„+ 4 - , . . -I- ambmx
m-\-.. 

d o n t chaque coefficient est égaf au p rodu i t des coefficients corres

p o n d a n t s des séiies (i) et (2), a son r a y o n de convergence au moins 

égal à kl. Nous allons démont re r , p lus généra lement , que la fonc

tion <\>(x) n'a (et cela dans tout le plan) d'autres points singuliers que 

ceux que Von obtient en multipliant les affixes des différents points 

singuliers de f(z) par celles des différents points singuliers de <p(i). 

2. U n e expression ana ly t ique b ien connue de <|> (x) est la su ivan te : 

(4) 'ty(x) = ±f'* f(.se*)<f(te-*)d$, 

IIAD.VMAnu, — Jt.lHlt.lC. 

http://Jt.lHlt.lC
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z et l é t an t deux nombres fixes quelconques de modules respect ive

m e n t inférieurs à k et Z et sat isfaisant à la re la t ion 

( 5 ) st — :i: 

A l ' intégrale (4), nous allons en subs t i tuer une au t r e d o n n a n t aussi 

la va leur de <f(x) et c o m p r e n a n t la première comme cas par t icul ier . 

Pour cela, x a y a n t une valeur déterminée que lconque , nous ferons 

encore correspondre à chaque va leur de z une va leu r de t p a r l 'équa

t ion (5) ; mais , au lieu de laisser z fixe, nous supposerons qu ' i l t o u r n e 

a u t o u r de l 'origine en décr ivan t un cer tain con tour C; alors, le 

po in t cor respondant i t o u r n e r a également a u t o u r de l 'origine, mais 

en sens inverse, en décr ivan t le contour Y qui correspond à C; on 

au ra d'ail leurs év idemmen t 

... x dz dl 
( 6 ) T + T _ - o . 

De plus, à une va leur de z extér ieure à C, correspond une va leur de t 

in té r ieure à T , et inversement . 

Nous supposerons : 

i ° Que la fonction f(z) est ho lomorphe à l ' in tér ieur du contour C 

et sur ce contour ; 

2 ° Que la fonction <p(Z) est ho lomorphe à l ' in tér ieur du contour T 

et sur ce contour. 

3. Cela posé, formons l ' intégrale 

(7) 1 * ( j ) T 

prise le long du contour C, dans le sens direct , laquelle équ ivau t , en 

ve r tu de la relat ion (0), à l ' intégrale 

/ / ( - ; ) , . < 4 

prise (dans le sens direct) le long de F, pu isque le sens direct sur 

l 'un des contours correspond au sens r é t rograde sur l ' au t re . 

L'intégrale I ne dépend pas du choix du contour C, t a n t que celui-ci 

vérifie les deux condi t ions spécifiées tout à l 'heure : a u t r e m e n t dit , 
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si l 'on remplace le contour C p a r u n contour C sat isfaisant aux mêmes 

condi t ions , l ' intégrale n 'es t pas changée. Cela résul te i m m é d i a t e m e n t 

de ce que la fonction 7 / ( 2 ) 9 ^ ^ est ho lomorphe en t re C et C . 

D'ai l leurs, I est, pour un choix déterminé du contour C, une fonction 
holomorphe de x. 

Doric I est une fonction ho lomorphe de x t a n t que ce t te q u a n t i t é 
et les contours C, T var ient de manière que les condit ions du n u m é r o 
précédent ne cessent pas d ' ê t re vérifiées. 

Si enfin le module de x est inférieur à kl, on peu t supposer les 
contours C, F respec t ivement in tér ieurs a u x cercles de convergence 
des séries (1) , (2) et , pa r conséquent , util iser les déve loppements de / 
et de <p : il v ien t alors i m m é d i a t e m e n t 

1 = : a i% ty{oe). 

E n u n mot , l'intégrale fournit la continuation analytique de la 

série (3). 

4. Il reste à examiner p o u r quelles valeurs de x nous pour rons 
const rui re les contours C, F possédan t les propriétés demandées . 

Soient S, _ deux aires c o m p r e n a n t l 'origine, que nous supposerons , 
p o u r fixer les idées, s implement connexes et dans lesquelles les 
fonctions /, <p sont r e spec t ivement holomorphes . Donnons-nous 
encore, pour u n ins tan t , la va leu r de x : le lieu des po in t s z, te ls que 
les points t correspondants soient si tués sur le con tou r de S, est 
une cer ta ine courbe fermée c,,.. et u n po in t t sera à l ' in tér ieur ou à 
l ' ex tér ieur de Z, su ivant qu' i l correspond à u n po in t z ex tér ieur ou 
in té r ieur à cx. 

Toutes les courbes cx co r respondant a u x diverses va leurs de x 
seront d 'ai l leurs semblables en t re elles. 

Nous appel lerons produit des aires S et 2, et nous désignerons p a r 
la no t a t i on S_, l 'aire lieu des points a; tels que la courbe c,v soit 
comprise t o u t entière à l ' in tér ieur de S : aire qui est l imitée pa r la 
courbe lieu des points x tels , que c.c t ouche in t é r i eu remen t le con tour 
de S. 

5. Ce p rodu i t ne dépend p a s de l 'ordre des fac teurs ; car la défini
t ion p récéden te p e u t év idemmen t se remplacer p a r celle-ci : 



1 0 0 JACQUES HADAMARD. 

L'aire S 2 est formée par les points dont les affixes ne peuvent pas 

être obtenues en multipliant l'affixe d'un point extérieur à S par celle 

d'un point extérieur à E. 

6. À quelle condit ion ce t te aire SE sera-t-elle connexe ? Consi
dérons toutes les courbes c.,. qui passent pa r un po in t dé te rminé a, 
et supposons qu' i l existe u n arc oca, in tér ieur à t o u t e s ces courbes 
(ou p o u v a n t avoir des points communs avec quelques-unes d ' en t re 
elles) et p a r t a n t du po in t a pour about i r à un po in t a, plus r app roché 

de l 'origine que le premier . Alors, si l 'on pose x, = °~ x, on voit que 

la courbe e,,., sera in té r ieure à c.,., quel que soit x; e t m ê m e on p o u r r a 
aller de x à x,, p a r un arc (à savoir l 'arc semblable à aa x ) tel que , 
pou r t o u t point y de cet arc , la courbe c, soit in té r ieure à c.,... 

Si donc le poin t x est in tér ieur à l 'aire S S, il en est de même de 
tous les points de l 'arc xxh e t aussi de l'arc x,x3 j o ignan t le point xn 

a u point d'aiïixe x3 = ; et ainsi de suite. E n un mot , on peu t , 

sans sor t i r de Faire SU, passer de t o u t po in t x in té r ieur à cet te aire 
à des points infiniment voisins de l 'origine. 

Donc l 'aire SU est connexe . , 

Il est clair, d 'ail leurs, qu 'on obt iendra une au t r e condi t ion égale
m e n t suffisante, mais non nécessaire, en s u b s t i t u a n t , dans ce que 
nous venons de dire, l 'aire S à l 'aire S et inve r sement . 

7. L 'a i re S S est celle dans laquelle nous pour rons faire varier x 
sans que la définition et les propr ié tés fondamenta les de l ' intégrale I 
cessent de subsister. 

Si, en effet, x est in tér ieur à ce t te aire S S, on p o u r r a p r end re pour 
le contour C l 'un que lconque de ceux qui con t i ennen t c.,. à leur 
in tér ieur , t o u t en é t an t eux-mêmes intérieurs à S. 

Au contrai re , si x est extér ieur à l 'aire S 2 , le con tour de S corres
pond à une courbe c,. qui sor t de l 'aire S et il en sera, a fortiori, 
de même de tou t con tour T in té r ieur a ï , 

8. Soient décrits, avec l 'origine c o m m e cent re , un cercle de 
r a y o n K > k dans le p lan de la var iable %, un cercle de r a y o n L > l 
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dans le plan de la var iable t. Supposons que, dans ces cercles, les 
fonctions / ( z ) , <?(t) aient chacune u n cer ta in nombre de poin ts singu
liers que nous supposerons isolés, pour simplifier : soient 

les points singuliers de / ( z ) , 

b., (v = I, a, 

ceux de <p(t). Nous jo indrons les premiers à la circonférence de 
r a y o n K, les seconds à la circonférence de rayon L, p a r des r ayons 
ou, plus généra lement , p a r des spirales logar i thmiques t ou t e s 
semblables en t re elles et a y a n t l 'origine comme pôle. 

Nous pourrons prendre , p o u r les aires S et Z, celles qu 'on ob t i en t 
en p r a t i q u a n t , su ivant ces spirales, des sections dans les d e u x 
cercles p récédents . L 'aire S _ sera alors celle q u ' o n dédu i ra d ' un 
cercle C a y a n t pour r ayon la plus pe t i t e des q u a n t i t é s kh et ZK, 
en y p r a t i q u a n t des sections su ivan t des spirales logar i thmiques 
semblables a u x précédentes et p a r t a n t des points 

Donc la fonction est ho lomorphe à l ' intérieur de l 'aire ainsi 
définie; comme, d'ailleurs, la forme des spirales loga r i thmiques 
employées est a rbi t ra i re , les seuls points singuliers de <\>(x), à l'inté
rieur du cercle C, sont les points c^,. C'est le résu l ta t m ê m e que nous 
avions en vue . 

9. Ce résu l ta t p e u t être considéré comme général isant , à u n cer ta in 
po in t de vue , celui qui figure dans ma thèse ( 1) et qu i se r a p p o r t e 
a u x points singuliers cle la série 

(8) _C„,a,„ 

où 

Il p résente , comme ce dernier, ce t t e par t icu la r i té d ' ê t re va lab le 

(*) Journal de M. Jordan, 4 e série, t. 8, n o s 35-37, 1892. 
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dans t o u t e l ' é tendue d u plan, t a n t en dehors qu ' à l ' intérieur d u 
cercle de convergence : en un mot , de fournir une propr ié té du 
pro longement ana ly t ique d 'une fonction donnée p a r son développe
m e n t en série de puissances. 

On doit toutefois observer qu'i l lui m a n q u e , pour servir à la 
connaissance de ce p ro longement ana ly t ique , u n au t r e carac tère 
i m p o r t a n t : ce carac tère est l ' invariance vis-à-vis de la transfor
m a t i o n pa r laquelle on passe du déve loppement de f(x) à celui 
de f(x -\-h) (h é t an t une cons tan te quelconque) . 

Les difficultés que l 'on rencont re dans l ' é tude des fonctions d 'après 
leur développement tay lor ien t i ennent , en effet, à la complicat ion des 
formules qui lient en t re eux les coefficients de ces deux développe
men t s (supposés ordonnés su ivan t les puissances de x) ; et l 'un des 
problèmes dont la solution serai t la plus essentielle pou r cet te é tude 
est la recherche de fonctions des coefficients i nva r i an te s , non seule
m e n t vis-à-vis de la t ransformat ion que ces formules définissent 
(ce qui ne prés.enterait aucune difficulté, au moins pou r les pet i tes 
va leurs de h, et serait , d ' a u t r e pa r t , sans ut i l i té) , mais encore p a r 
ce t te t ransformat ion , combinée avec l ' addi t ion d 'un po lynôme 
quelconque à f(x). 

Malheureusement nous ne connaissons guère, dans cet ordre 
d ' idées, q u ' u n seul exemple d ' invar iance ou p l u t ô t cle covariance : 
c'est celui des dérivées de f(x) et, plus généra lement , ainsi que je 
l 'ai r emarqué ('), du symbole 

Quoi qu ' i l en soit, on serait t rès p robab lemen t condui t à des appli
cations in téressantes pa r l ' examen des cas où la série <\>(x) aura i t un 
rayon de convergence supér ieur au p rodu i t des r ayons de conver
gence primitifs k et l : ce qui pour ra se produi re lorsque la quan-

10. E n t e r m i n a n t , s ignalons quelques formules analogues à la 
formule (4) et relatives a u x séries de la forme iime~~''"'". 

(x) Loc. cit., n° 31, note. 

t i t é l ' y a . a,„ \ ne t endra pas régul ièrement vers r* 
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(••) R(u) désigne la partie réelle de u. 

Soient 

( 9 ) F ( , « « ' H - ' ' , 

/Il 

(10) (»((') = 2 A"'e~)'"'" 
111 

d e u x telles séries, absolument convergentes pour certaines valeurs 
cle R(u) (') et ed R(v). Considérons la quan t i t é 

i r + s 

(11) TK I ' ^"' + n 7 ' - > * ( v ~ "'^ ( l i V ' 

Comme on a 

F ( u H- m') <» ( \> — tvi) = 2 «,„ &,„. e H î . » . « + A M . , . ) [ O O S ( \ n i _ A m , ) < v + j S i n ( A,» — À,,,- ) i v ] , 
m, m' 

le déve loppement de l 'expression ( n ) comprendra deux par t ies : 
l 'une (celle qui correspond à m = m') sera égale à xïf(u-\- v), où 
l 'on a posé 

(12) W(u)=^amb,„e-^". 

m 

Quan t aux te rmes res tan t s , qui sont de la forme 

( ! 3 ) a,„ b m i e-0 +WM) ^ f ' " " 1 ' ^ ( m ^ m' ), 

ils cons t i tuen t u n ensemble qui t e n d vers zéro p o u r À inf ini ; car 
chacun d 'eux t e n d vers zéro et, d ' a u t r e pa r t , la série qu' i ls fo rment 
est un i fo rmément convergente quel que soit À, pu i sque ses t e rmes 
sont plus pe t i t s en valeur absolue que ceux de la série 

laquelle est absolument convergente , d 'après les hypothèses , faites 

sur F et <I>. 
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Si donc nous appelons valeur moyenne de /(«>) l 'expression 

-+-A 

J i m -V / F i ( v ) C/H 

il v iendra 
V a l . m o y . [' F ( H. h - wi)<!>((> - t w ) ] = W ( M - i - c ) . 

On aura ainsi 

V a l . m o y . [Ç(M h - H 7 ) Ç ( I ' — — 1 ( " + t 1 ) , 

'( é t a n t la fonction de R i e m a n n ; et, plus généra lement , le symbole D 

r ep ré sen t an t une differentiation, 

V a l . m o y . F L ) / ' Ç ( « + m) D ' / Ç ( r — H ' f ) ] = I W + f f t « c ) . 

Les fonctions 

Ç ( « ) ( ! _ « ' - » ) = Ä ( - i )"' / » - ' e t = J J — ! - T 

//' 

ont des développements ident iques à celui de £, a u x signes des 
t e rmes près. On au ra donc 

V a l . m o y . [ Ç ( « -+- wi) (t — a ' - ' ' - » * ) Ç ( r — « • / ) ( f - - • . » ' | 

et au t res formules analogues. 

E n part iculier , pour u réel, il v ien t 

V a l . m o y . - I - 0 7 ) | - = = £(• .>.«) , 

V a l . , m o y . | D / ' Ç ( i / . 4 - < w ) | s = D V ' ( 4 M ) , 

V a l . m o y . | Ç ( « •+• o v ) ( r h • - " - « * ) | » = _ Ç ( a W ) , 

0 4 ) Val. moy. 
- I - i f f ) 

Ç ( « t- f I7) 
: Ç ( « H ) . 

Il est in téressant de r e m a r q u e r que le second m e m b r e de cet te 

dernière formule reste fini, pou r u compris entre ~ et 1 ; et l 'on peut 

se d e m a n d e r si la formule ne subsis terai t pas pou r ces valeurs de u; 
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ce qui exigerai t , bien en tendu, la réal i té de racines dans l ' équa t ion (') 

( l 5 ) 

Cenon, 18 août 1897. 

(*) Il est probable qu'il ne faudrait pas chercher à démontrer la réalité des racines 

de l'équation ( i5) par des considérations de cette espèce, non plus que par toute 

autre voie reposant sur la décomposition de Ç(w) en produit. Cette décomposition 

ne permet, en effet, d'utiliser que les propriétés suivantes de la fonction Ç: 

i ° Ç(u) [pour R (u) > r] est le produit de facteur» de la f o r m e - — — 1 où les 

nombres p sont positifs et croissent indéfiniment; 

a 0 Ç(») est uniforme dans tout le plan et égal an quotient, par ü i i L — Ù -̂7 f ^ " j 

d'une fonction entière de genre zéro par rapport à — • 

Or, rien ne porte à croire qu'il n'existe pas une infinité de fonctions satisfaisant 

aux conditions précédentes, sans avoir leurs zéros situés sur la droite R(u)•— 

Bien entendu, il se peut que les racines de l'équation ( i5 ) soient réelles sans que 

la formule (i/f) soit vraie et sans même que son premier mein lire ait un sens. 

H A D A M A R ! ! . — . m i l t l . l ! . I'l 



SUR 

L À G É N É R A L I S A T I O N 

DE LA 

NOTION DE FONCTION ANALYTIQUE 

[Bulletin de la Sociale mathématique, 1912 (Comptes rendus d e s sôanres, p. 2 8 - 2 9 ) . ] 

I n d é p e n d a m m e n t des extensions qu 'on peu t appor te r à ce t te 
not ion dans les voies indiquées par M. Borel, il en est d 'au t res 
auxquel les on est condui t p a r les analogies que suggère l 'é tude des 
équat ions aux dérivées part iel les. 

Si, en effet, on considère d 'abord l 'équat ion de Laplace 

d*V <3-V__ 
àx- àjA 

et si l 'on se pose, pou r cet te équat ion, le problème de Cauchy, 

c'est-à-dire si l 'on cherche à déterminer une solution de l ' équat ion 

pa r les conditions 
àV 

V = / ( j ) i dx~=ff<,3') (pour .•/.•= o ) , 

on cons ta te que le problème n 'es t pas toujours possible et que, si 
l 'on donne la fonction f(y), la seconde fonction g (y) est dé te rminée 
à une fonction analytique près. 

Or, M. Holmgren s'est posé u n problème t o u t semblable pou r 
l ' équa t ion de la chaleur. Se d o n n a n t la fonction / , il cons ta te encore 
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que la fonction g est de la forme 

où le t e r m e g, est dé terminé du m o m e n t qu 'on se donne /, t and i s 
que g 2 res te arbi t ra i re dans une cer ta ine mesure. 

Les condi t ions auxquelles on doit satisfaire sont : 

i° Que tou tes les dérivées g1!" (y) de g a ex is ten t ; 
2° Que leurs va leurs absolues soient inférieures à une cer ta ine 

fonct ion de l 'ordre n de dér iva t ion . 

Mais la l imi ta t ion ainsi appor t ée à la grandeur de |g (

a '"( i / ) [ est 
moins restrictive que celle qu ' en t r a îne ra i t l ' analyt ic i té . On p e u t dès 
lors se demande r si elle pa r t age avec elle la propr ié té de dé te rmine r 
le p ro longement d 'une fonction, c 'est-à-dire si u n e fonct ion don t 
on sait qu'el le doit satisfaire a u x condit ions de M. Ho lmgren et qu i 
est donnée dans u n certain in te rva l le est, pa r cela même, connue dans 
u n interval le adjacent au premier . 

La réponse est négative : on peu t , sans t roubler les condit ions en 
ques t ion , prolonger une fonction de t ou t e s sortes de manières . 

Il y aura i t lieu, on le voi t , de rechercher quelles condi t ions de 
g randeur , imposées aux dérivées successives d 'une fonct ion de 
var iab le réelle, en t ra înera ien t la dé t e rmina t ion du p ro longement de 
ce t te fonction et si même les condit ions requises p o u r l ' ana ly t ic i té 
ne seraient pas nécessaires pou r qu ' i l en soit ainsi ( '). 

D 'au t res t ypes d 'équat ions a u x dérivées partielles sera ient , d ' au t r e 
p a r t , in té ressan ts à examiner au m ê m e poin t de vue . 

f 1 ) Note du Comité de Rédaction : Cette question a donné liexi à d'importants 
travaux de MM. Denjoy, Borel et Carleman. 
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DKS 

Z É R O S D E L A F O N C T I O N « ' ) 
ET 

SES CONSÉQUENCES ARITHMÉTIQUES O 

{Bulletin cle la Société mathématique de France, i . 2 1 , ifclgti.) 

I. — SUR L E S Z É B O S D E LA F O N C T I O N £ E T D E Q U E L Q U E S F O N C T I O N S 

A N A L O G U E S . 

1. La fonction de R i e m a n n est définie, lorsque la p a r t i e 
réelle de s est plus grande que i , p a r l ' équa t ion 

( 0 . Iog ï (A)=-2 1 ° s ( I -p ) ' 

où p désigne successivement les différents nombres p r e m i e r s ; les 
logar i thmes sont népériens. El le est ho lomorphe dans t o u t le p lan , 
sauf au po in t s — i , qui est u n pôle simple. Elle ne s 'annule p o u r 
aucune valeur de s dont la pa r t i e réelle soit supérieure à i , pu isque 

~(x) Les résultats fondamentaux du présent Mémoire ont été communiqués à. 

l 'Académie des Sciences, dans la séance du aa juin 1896. 
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le second m e m b r e de l 'équat ion (i) est fini. Mais elle a d m e t une 

infinité de zéros imaginaires dont la par t ie réelle est comprise entre o 

et i . Stieltjes ava i t démont ré , conformément aux prévisions de 

R i e m a n n , que ces zéros sont tous de la forme ^ + t i (le nombre t 

é t a n t réel) ; mais sa démons t ra t ion n ' a j ama i s é té publiée, et il 
n ' a m ê m e pas été établ i que la fonction 'C n ' a i t pas de zéros sur la 
droi te (') s \ ( s ) = i . 

C'est cet te dernière conclusion que je me propose de démont re r . 

2. Faisons d ' abord t e n d r e s vers i p a r valeurs réelles et décrois
santes . Le logar i thme de 'C(s) ou, à une q u a n t i t é finie près , la 
série 

a u g m e n t e indéfiniment comme — l o g (s — i) . 
Remplaçons m a i n t e n a n t s par s -f t i et imaginons que le po in t 

d'affixe i - j - t i soit un zéro de '(. Alors la pa r t i e réelle de log 'C (s + t i ) , 
c'est-à-dire (à une q u a n t i t é finie près) la somme 

( 3 ) P = 2 p c o s ( N O G / > ) , 

devra croître indéf iniment p a r valeurs négat ives comme log (s i ) , 
c'est-à-dire comme •—• S, lorsque s t end ra vers i (t r e s t an t fixe). 

3. Cefa posé, soi t a u n angle que nous supposerons p e t i t ; p a r m i 
les différents nombres premiers , dis t inguons deux catégories : 

i° Ceux qui sat isfont , pour quelque va leur ent ière de k, à la 
double inégali té 

. . . ( a k H- i ) 7i — a ,, . ( a / - - ) - i ) n -I- a 
14) 1 1 ï ] ° $ p è . - 1—— • 

Les par t ies des sommes S„ et P„ [c 'est-à-dire des séries (2) et (3) 
bornées à leurs n p remiers te rmes] cor respondant à cet te première 
catégorie de nombres p remiers seront désignées p a r S'„ et P'„. 

(1) A (s) désigne, comme d'habitude, la partie réelle de s. 
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2 ° Les nombres premiers r e s t an t s , c 'est-à-dire ceux qui ne vérifient 

la double inégalité (4) pou r aucune valeur de k, donne ron t , dans 

les sommes S„ et P,„ les par t ies S", et P",. 

Considérons le rappor t e„ = lequel est compris en t re o et i : 

lorsque n augmen te ra indéf iniment , ce r appor t aura , soit u n e l imite , 

soit des l imites d'oscillation. Si C( i + ti) était nul, celte ou ces 

limites devraient tendre vers i avec s. Au t r emen t dit , p é t a n t un 

n o m b r e quelconque plus pe t i t que i , on pour ra i t faire cor respondre 

à tou te va leur réelle de s supér ieure à i , mais suffisamment voisine 

de r, une valeur de n à pa r t i r de laquelle on aura i t 

(5 ) p « > p . 

On peut , en eiîet, écrire év idemmen t 

\'"„ l SJ, cos - p„ ) S„ cos a 

(les inégalités a y a n t leur sens a lgébr ique) , Si donc on ava i t 

?>Sp, 
il en résul tera i t 

où 0 = p + (i — p) cos a est un nombre fixe plus pe t i t que i ; et si 

cela ava i t lieu pour une infinité de valeurs de n, on pou r r a i t passer 

à la l imite et écrire 
l* à — ÖS, 

ce qui serait en cont rad ic t ion avec l 'hypothèse 'Ç(i + ti) = o, 
ainsi qu'i l a été remarqué au numéro précédent . 

L 'égal i té '((i - j - ti) = ' o exige donc bien que la ou les limites 

de p„ t e n d e n t vers i avec-ä. 

4. Changeons alors t en 2 dans la série (3) et soit Q la nouvelle 

série ainsi ob tenue : les t e rmes qui formaient , clans la série (3), 

les sommes Pj„ P"„ P„ = P), + P", donneront , dans ce t t e nouvel le 

série, r e spec t ivement les sommes Q'„, Q", Q„ = Q'„.+ Q", et l 'on 

aura , ce t te fois, 
- ^ « 2 S» cos :?«^p„S„ eos:>.«, 

I I A I I A M A I I I I . — . l U I l l l . l i . I.'l 
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et, pa r conséquent , 

Q « £ S „ I p„ COS •>. y. - ( I — p„ ) I ; 

d 'où, moyennan t l ' inégalité (5) supposée vérifiée pour n suffisamment, 
grand, 

0' dés ignant le nombre p c o s 2 a — (i — p), lequel est positif si nous 

avons pris i > p > 
1 1 i H-cos «oc 

Or, ceci donnera i t Q > 0 ' S et, par suite, Q augmen te r a i t indéfini
ment pa r valeurs pos i t ives ; de sorte que le po in t d'affixe i -f- a U 

serait un infini de '((s), ce que nous savons n 'avoi r pas lieu. 
L' impossibil i té de l 'hypothèse 'Ç(i-\-lï) — o est donc mise en 

évidence. 

5. Il est r emarquab le que cet te démons t r a t ion ne repose que sur 
les propr ié tés les plus simples de '({s) : nous nous sommes , en effet, 
exclusivement servi des remarques suivantes : r° le logar i thme 
de not re fonction est déveioppable en série de la forme So„e~A" s, 
les nombres a„ é t an t tous posit ifs; 2 ° la fonction est uniforme sur 
la droi te qui l imite la convergence de cet te série et ne présente 
sur cet te droite q u ' u n seid pôle simple. 

Tou te fonction sat isfaisant à ces conditions sera donc différente 
de o sur la droite l imite. 

Ainsi, dans la démons t r a t ion précédente , c 'é tai t un iquement 
pou r simplifier l 'écri ture que nous avons rédui t le second membre! 
de l ' équa t ion (i) à la série S : la démons t ra t ion se serait également 
appl iquée au développement complet de log Ç (*). De même, les 
nombres premiers a y a n t été distr ibués d 'une façon quelconque eu 
deux catégories, les nombres de la première catégorie é t an t désignés 
pa r p't ceux de la deuxième par p", si la fonction représentée 
(lorsque la par t ie réelle de s est supérieure à i) p a r le p rodu i t 
infini 
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M , H i 
1 ~ 

est représenté pa r une série ï,a,le~'"x
 à coefficients posi t i fs ; ce 

p rodu i t satisfait donc aux condi t ions ci-dessus indiquées. 
Ce cas est, pa r exenrple, celui de la fonction de Schlomilch 

in) V I . " 1 1 " ~.TT 1 

K 7 > £j('in-\-iY 1-1. t±l' 
p ( - - i) ' 

i -t-

G. Plus généralement , nous allons é tendre la propos i t ion qui 
précède aux séries in t rodui tes en Ar i thmét ique p a r Dirichlet , et 
don t nous devons tou t d 'abord rappeler , en les c o m p l é t a n t sur 
cer tains po in t s , les principales propr ié tés . 

Ces séries appa r t i ennen t à la catégorie des séries de la forme 

2 ~, périodiques, c 'est-à-dire don t les coefficients a„ se r ep rodu i sen t 

de k en k. De telles séries sont év idemmen t des combinaisons linéaires 
des k fonctions 

. . . . i i i 
t , (s-) = - . -i 

i" (k i - i Y i •>./<• i i l ' 

i i 

:>.•-' i k H- •>. Y ( •>• k - i - •'. i* 

~ -n + k' (/,••]- /•»•' v>.k -i- / ' 

étudiées pa r MM. Hurwi tz (-) et Cahen ( s ) . Ces fonctions sont 

.. -Sauf peut-èU'e au point .s' =» i ; •mais cette, circonstance uc se présentera pas 

dans la suite. 

(') Zeitschrift für Mathematik und Physik, t. X X V I I , i88a, p. 86- ioa . 

(8) Thèse deDoelomf, IBC/I, cl. Annules de l'École Normale supérieure, 3* série, t. XI . 

est ho lomorphe sur la droi te l imite y\(s) = i, elle est différente 
de o sur cet te droi te ('). 

E n effet, le logar i thme du p r o d u i t 
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uniformes dans t o u t le p lan , avec le seul pôle simple s = i et le 

l ' intégrale é tan t prise le long d 'un contour C p a r t a n t de -|- oo et y 
r evenan t après avoir t ou rné dans le sens t r igonomét r ique au tou r 
de l 'origine, et — x é t an t considéré comme a y a n t (pour x réel et 
positif) l ' a rgument — iu dans la première par t i e du chemin d ' in té
grat ion et, par suite, l ' a rgumen t -(- ir> dans la seconde. 

L ' in tégrale qui figure dans la formule précédente est une fonction 
entière de s, et les théorèmes généraux donnés dans mon Mémoire 
Sur les propriétés des fonctions entières (') p e r m e t t e n t d 'en déter
miner le genre. A cet effet, on peut , pa r exemple, diviser le contour C 
en deux part ies : l 'une C p a r t a n t du po in t x = i e t y revenant 
après circulation a u t o u r de l 'origine; l ' au t re C" c o m p r e n a n t les 
deux t ra i t s de i à + oo; les intégrales prises su ivan t ces deux t ra i t s 
ne diffèrent entre elles et. de l ' intégrale 

que pa r les facteurs exponent ie ls e~'r* pour la première , ë™ pour la 
seconde. Or, le coefficient de s" dans l ' intégrale (9), qui a pour 
va leu r 

est (puisque /• est un entier plus grand que o) au plus comparable 
au coefficient cor respondant de la fonction 

qui in te rv ien t dans l ' é tude de la fonction Y et don t l 'ordre de gran
deur pour ,y infini est celui de V. Quant à l ' intégrale prise le long 

résidu cor respondant j> ainsi qu'il résulte de l 'expression 

. . / , . /• . , , ci*-'-»-1' , 

(l) Journal de M. Jordan, 4 < : série, l. I X , ibç)3. 
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de C , le coefficient de s", qui a pour va leur 

- 7 / dog'•'••)"-i- d.i: 

K " 
y est au plus de l 'ordre de — - , en désignant pa r K le module 

m a x i m u m de log .r sur le con tou r en quest ion. On voi t donc que 

la fonction considérée est de genre i : le nombre de zéros de ce t te 

fonction, compris dans le cercle de r a y o n R, est de l 'ordre de R log R. 

7. Lorsqu 'on change s en i — s, les nouvelles valeurs des fonc

tions £ s ' expr iment en fonct ion des anciennes pa r les relat ions 

établies pa r M. Hurwi tz (') et que l 'on peu t p rendre sous la forme (") 

< " > > T U ^ 2 ° ' ' W = ( - ) ^ t / - ' V , ( 1 - s ) - , - , , J 

( . / • = ! , a, . . . , / . ' ) . 

où er désigne e *. 

8. Pour définir ses séries, Dirichlct ( 3) p a r t de la décomposi t ion 

du nombre k en facteurs premiers 

(f i) k= rf'pvp'™'. . . ( À ^ o ; er, m', . . . > o '), 

et, à t o u t ent ier n premier avec k, fait correspondre les indices 

«, ß, ï , ï ' . 

définis pa r les congruences 

n == ( - i ) a 5ß (mod a * ) , 

n. -z (mod /> r a ) , 

Hssg't {moàpm'), 

C1) HORWITZ, loc. cit., p, g3. 

( A ) CATIEN, Joe. ci/., n o a 47, 53. 

(s) Abhandlungen der Bed. Acad., 1887; traduit par Terqucni, Journal de Liounlle, 

i r e série, t. IV, 1839. Nous nous conformons aux notations employées dons les Vor

lesungen über Zahlentheo}ie, éditées par Pedeldnd, édition de i863 , supplément VI. 
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Dirichlet in t rodui t la fonction 

I . , j 0, s i 11 n ' e s t p a s p r e m i e r a v e c À ' ; 

y v n -j g a r J p 6 | T ( i ) Y - . s i « est premier avec />, 

a> ß> Y> Y'J • • • é t an t les indices de n [l 'indice v a pour b u t de distin
guer les unes des autres les <p (k) fonctions cor respondant aux 
différents choix possibles des racines 0, Y], W, M', . . . ] . 

Il forme ensuite la série (périodique au .sens ind iqué ci-dessus) 
. . « • i 

où g, g\ . . . sont des racines primitives pour les modules respec

tifs jp", p'w', . . . . Les nombres a et ß sont ainsi définis aux modules a 

et b près : les nombres a et /rayant, tous deux la valeur i , si A = o, i , 

et p r enan t les valeurs a = a, ^ = ^ 9 ( 2 ' ) , si X>2. Parei l lement , 

les nombres y , y ' , . . . sont définis re la t ivement aux modules 

<• = 9 (/>"), r ' = 9 (//"'•.), 

où <p est la fonction bien connue qui exprime combien il y a de nombres 
premiers à un entier donné et inférieurs à lui. 

Réc iproquement , la connaissance des indices a, ß, y , Y > • • • I A R 1 , 

connaî t re le nombre n, au module k près. A u t r e m e n t di t , aux <p(/c) 
valeurs de n. premières avec /f et incongrues en t re elles suivant le 
module k correspondent , d 'une façon univoque , les 

abac'.. , = o(/i), 

systèmes de valeurs de a, ß, y, y', • • • incongrus ent re eux suivant 
les modules a, b, c, c', . . . . 

Désignant par 0, y), to, to', . . . respect ivement une racine ö , 4 m e , 
une racine i1''1"6, une racine c'"1"0, une racine c"*"'0, . . . de l 'uni té , 
a u t r e m e n t dit posan t 
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dans lequel q doi t être remplacée successivement p a r t o u s les 
nombres premiers . 

Les séries L v se répar t issent en trois catégories : la première 
comprend une seule série L, , celle qui correspond à 

la seconde comprend tou te s les séries L, pour lesquelles les 
nombres 9, rh , . . sont égaux à + i ou à — i (à l ' excep t ion de L , ) ; 
la t roisième, les séries co r re spondan t aux cas où l 'un au moins de ces 
nombres est imaginaire . Ces dernières sont conjuguées deux à 
d e u x ; la série 

dédui te des racines 0, YJ, W, . . . , est conjuguée de la série 

dédui te des racines j,< -> -> --, ' •• • 

7 Yj 0) M 

La série L, admet , comme seule s ingulari té , le pôle s imple « = i . 
Quan t aux autres séries L, elles sont holomorphes dans t o u t le p lan 

parce que la somme | ^ üj/v (r) des résidus au point s = i est nulle j . 
Dirichlet démont re qu'elles sont t ou te s différentes de o p o u r s = i . 

9. De la relat ion générale (TO ) , M. Hurwi tz a pu déduire que 
certaines séries de seconde catégorie se reproduisent , à u n facteur 
près , pa r le changement de s en (i — s ) à la façon de la fonct ion '(. 

Cet te proposi t ion est u n cas par t icul ier d 'un théorème démon t r é 
pa r M. Lipschitz ( '), et qui ost le su ivan t : La série U,(s) est (à un 
facteur exponentiel et trigonomélrique près, analogue à celui qui se 

(l) Journal de Crelle, t. 105, p. 1 4 7 - 1 5 7 . 

égale au produi t infini 

u5) L V ( * ) = [ J . ' 1 
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(l) Loe. cit., p. i44, formule (9). M. Lipschitz désigne par In lettre <j/ k quantité 
que nous nommons r), • 

rencontre dans la formule relative à la fonction changée en sa conju
guée par le changement de s en i - s, must 1rs conditions suivantes : 

ï° A > 3 , [J. impair; 
2° ~ jé. p —•• i , si m = i ; T non divisible par p , si tn > r ; 
3° ^ p' — i , si m' — t ; /ion divisible par p', si rrr > i ; . . .. 

Ce théorème nous fournit un renaeigiiement impor t an t sur la 
d is t r ibut ion des zéros de L v ( s ) . Puisque ce t te fonction n ' a aucun 
zéro imaginaire dont la par t i e réelle soit plus g rande que s , elle 
n 'en a non plus aucun don t la par t ie réelle soit néga t ive : les zéros 
imaginaires sont compris dans la même bande que ceux de 'C(s). 
Ils sont même, comme ceux de '((s), disposés s y m é t r i q u e m e n t pa r 

r appor t à la droite A ( s ) =puisqu'à t o u t zéro a correspond un 

zéro a' (différent ou non du premier) te l que a et t — a' soient 

imaginaires conjugués. 

Toutefois, cet te conclusion n 'est pas encore démont rée dans les 
cas où la relation de Lipschi tz ne s 'applique p a s ; mais on ramène 
ces cas aux autres pa r lés r emarques suivantes : 

i ° Si une racine w, p a r exemple, est égale à i, on aura 

| J V ( . Ç ) — 11 — IT/, (p)/>-<] U(.Ï), 

la série L!, é tant composée en p a r t a n t du nombre k supposé débar
rassé du facteur p C T . La m ê m e circonstance se p rodu i t pour le facteur a 
lorsque l 'exposant A est égal à i . 

2° Si l 'entier ~ est divisible pa r p1', la série peu t se composer en 
p a r t a n t de l 'entier k , divisé pa r p ' 1 , la racine pr imi t ive g de pm 

é t an t une racine pr imi t ive de pm~"''. La nouvelle va leur de T ne 
cont iendra plus p en facteur. Il en est de m ê m e pour le facteur 2 
lorsque l 'entier \j. est pair , et aussi lorsque A = 2 , 0 = 1. 

3° Le ra i sonnement de l ' au teur est encore va lable pour A = 2, 

0 = — 1, en p renan t pou r l 'expression (') ( o , Jj; e '2* ) la va leur 

irl 7t —AFIN 

e * H- 9 e * . 
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où m est un entier quelconque premier avec /cet où les signes 2 ' 2 ' 

Zj > •••> s 'é tendent , le premier aux nombres premiers q tels 

que q — 7??, (mod k), le second a u x nombres premiers q tels 
que q- == m (mod k), etc. Pour m — i, ceci donne 

LOI 

v 

Donc les séides de Dirichlet n'ont aucun zéro sur la droite ^ l ( s ) = i, 

car la fonction YJL v ( s ) satisfait aux condit ions énumérées au 

n ° 5. 

II . — - C O N S É Q U E N C E S A R I T H M É T I Q U E S . 

11 . Nous sommes bien loin, comme on le voit , d ' avo i r d é m o n t r é 
l 'assert ion de Riemann-St ie l t jes ; nous n ' avons même pas p u exclure 
l ' hypothèse d 'une infinité de zéros de 'Ç(s) s ' approchan t indéf in iment 
de la droi te l imite. Cej)endant le résu l ta t auquel nous sommes 
p a r v e n u suffit, à lui seul, pou r démon t re r les pr incipales consé-

(1) Journal de, Cr elle, t . 1 1 4 . 

(2) Habilitationschrijl, IÉNA, 1884. 

t l , \U \MAl l l> , — JimiLl'i, 

Notre, con elusion est donc établ ie p o u r toutes les séries L v . On 
pour ra i t dès lors développer, sur la d is t r ibut ion des zéros de L.„ 
u n e théorie analogue à celle de M. von Mangoldt ( ' ) . La seule 
r e m a r q u e sur laquelle se fonde cet au teur , out re les propr ié tés 
communes à 'C(s) et aux séries L,„ est que l ' a rgument de 'Ç(s) res te 
fini lorsque le point d'affixe s décri t la droite Si (s) — a > i . Or, 
ce t te p ropr ié té appar t i en t éga lement aux fonctions L v . On pour ra i t 
donc compléter l 'analyse présentée à cet égard ( 2) p a r Pi l tz . 

10. L ' équa t ion fondamenta le utilisée p a r Dirichlet p o u r la démons
t r a t i o n de son théorème, est 

{ L 6 , V L O G U U ) 
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lo» ' ( , ç i ) - i - q u a n t i t é UNIE 

fournil; déjà quelques renseignements sur la d is t r ibut ion des nombres 

premiers . Soit, en effet, a un nombre plus grand que i, et désignons 

p a r Ni le nombre des nombres premiers compris en t re a'- et a1''"'. 

Le premier membre de l 'équat ion précédente est compris ent re ^ 

et 2 E n P 0 S f m t ^ = e t r e m a r q u a n t que .s— i = ^~ 
i. 

peu t être ici remplacé pa r x — x , on peu t écrire, à une q u a n t i t é 
finie près, pour x plus pe t i t que i, mais t e n d a n t vers i 

d 'où l'on déduit que, £ é t a n t un nombre positif aussi pe t i t qu 'on 
veu t , on aura une infinité de fois 

N , > ( 1 î U ' " 

et une infinité cle fois 

conclusions analogues à celles que donne, p a r exemple , M. Poin
caré dans son Mémoire sur l'extension aux nombres premiers complexes 
des inégalités de M. Tchebichefj ( ') , et qui suffiraient, comme elles, 
à établ ir que si le r appor t d ' un nombre x à la somme des logar i thmes 
des nombres premiers plus pet i ts que lui a une l imite, ce t te l imite 
ne peu t être que i . 

D 'au t res inégalités pour ra ien t sans cloute être t irées de ce fait 

que , quel que soit le n o m b r e réel t différent de o, la quan t i t é 

2 y ;cos(£ logp) reste finie lorsque s t end vers i. 

(l) Journal de M. Jordan, / j« s é r i e , !. V f î î , 1 8 9 a . 

q u c n c e s a i ' i t l i m é l . i q u e s q u e l ' o n a, j u s q u ' i c i , e s s a y é d e t i r e r d e s 

p r o p r i é t é s d e 

T o u l ; d ' a b o r d o u p e u t r e m a r q u e r q u e l ' é q u a t i o n 



THÉORIE DES NOMBRES. i s 3 

l , , - - 4 - f ^ / = . 
9. ITC J . SV-

Dans cet te intégrale, comme dans la première , x est u n e quan t i t é 
posi t ive ainsi que a; pi est positif. 

Lorsque p. est un entier, ce t t e in tégra le s 'évalue pa r les mêmes 
méthodes que J, ou s'en dédui t p a r u n e in tégra t ion p a r par t ies , 
dédui te de l ' ident i té 

La pa r t i e t o u t intégrée d ispara î t à l'infini et il v ien t 

[ o, si ./• < t , 

(17) h=\ 1 

La m ê m e formule peut se démon t r e r pour \j. non entier , auquel 
cas il est en t endu que z''' doi t recevoir la dé t e rmina t ion qui est 
réelle et posi t ive pour z = o. P o u r x < i , on in tégrera le long d 'un 
rectangle a y a n t un de ses côtés sur la droi te Sl'(z) = a et si tué dans 
la région A\z) > a, le second côté du. rectangle a u g m e n t a n t indéfi
n imen t comme la puissance [i/"'""e (o < < p-) du premier . Le 
résu l t a t est alors évident . 

Pour : x > i , on commencera p a r supposer |j. < T. On in tégrera 
alors le long d 'un contour A B C D E F G H A . (fig. r) composé encore 
d ' un rec tangle a y a n t u n côté ÀB sur la droite Sl(z) = a, mais 
si tué clans la région < a et i n t e r rompu sur son côté DA par 

1.2. Dans son Mémoire p r é c é d e m m e n t cité, M. (Iahen présente 

une démons t ra t ion du théo rème énoncé par Halphen : La somme 

des logarithmes des nombres premiers inférieurs à x est asymplolique 

à x. Toutefois son ra i sonnement dépend de la proposition de Stiell;jes 

sur la réali té des racines de + = o. Nous allons voir qu 'en 

modif iant légèrement l 'analyse de l ' au teur on peut é tabl i r le même 

résu l ta t en t ou t e rigueur. 

~T dz, 

égale à T OU à o suivant que x est plus grand ou plus pe t i t que i , 
nous considérerons l ' intégrale plus générale 
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J — l in , 

Or, sur le chemin 1IG, l ' a rgument de z est —- — » et, sur le 

Fig. i . 

g ce 

a - o o j. 

'il 11 
chemin F E , • Il v ient donc bien 

9, 

. \e~ — (i ~) Cäo-udl 
' j IV-

•sa 

2 7 T 

8 s i n j i w r P" c o s ( « l o g . « ) — - / s i n ( < l o g . Z ' ) l o g l 1 - ' a ? 

~m X : w cl~~T(hT" 

Cette formule, établie pour \j. < i, s ' é tendra au cas de \j. > i 
p a r une in tégra t ion pa r par t ies déduite de l ' ident i té 

i _ _ ( i)"lT(iJ.) dm i 

aV.+m — T(fj.+ m) <W' Jî'-' 

13. Para l lè lement à la voie suivie par M. Cahen, nous appl ique
rons la formule ( 17 ) à l ' intégrale 

o s ) ^ = > i . r ^ A i 

un lacet qui va à l 'origine et en revienl. en su ivan t la par t i e négat ive 
de l 'axe imaginaire . Si le coté BC augmente indéfiniment comme 
la puissance u.'"'""-' (o < [i.' < (J.) de AB, l ' intégrale prise le long des 
côtés qui s 'éloignent à l'infini disparaît et il reste 
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où a est u n n o m b r e quelconque plus grand que i . E n v e r t u du déve
loppemen t 

no t re formule donne 

(-IIJ ) ^,.(x) = ~-y 2 log/J log!'-' £ + 2 'OS/' l o g ^ ' - J +• • .), 

le signe ^ « 'é tendant a u x nombres premiers plus pe t i t s que le 

signe ^ aux nombres premiers plus pe t i t s que x1, e tc . 

14. L ' a v a n t a g e que nous t r o u v o n s à p rendre u. > i réside dans 

la convergence de la série j—j> où a désigne success ivement les 

zéros-de 'C(z), convergence sur laquelle reposent , comme nous allons 
le voir, les ra i sonnements qui v o n t suivre. 

FIG. a . 

\
 v 

\ G 
B 

\ E c 

B 

/y 

0 

D 

l et .1! 

A 

.1! 

A 

Dans ces condi t ions, en effet, nous pouvons séparer de l 'ensemble 
des racines a u n nombre M de ces quan t i t é s assez g rand pour que 

la somme ^-j-^-jii' é tendue a u x racines res tantes , soit p lus pe t i t e 

q u ' u n nombre positif quelconque e. A u c u n des a n ' a y a n t sa pa r t i e 
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(l) Loc. oil., n u 2!) et. suiv. 

(*) Chaque racine est, bien entendu, comptée un nombre de l'ois égal à son ordre 

du multiplicité. 

(*) 'I «Ht clair qu'on peu! se dispenser des précautions que nous prenons ici en 

utilisant les résultais obtenus pur M. von Manguldt sur la distribution des quantités a; 

la méthode du texte a l'avantage de s'appliquer chaque fois qu'on connaît In genre 

de la l'onction étudiée, 

réelle égale à i, nous pourrons (fig. 2) t r ace r u n e parallèle CD à 
l 'axe imaginaire, laissant à sa droite la parallèle #{(z) = 1 et à sa 
gauche les M premières racines a. Des points C, D de cet te droi te , 
nous ferons par t i r des parallèles CE," D F à l 'axe réel, parallèles 
c o m p r e n a n t ent re elles les M racines en quest ion, ne passan t pa r 
aucune au t re racine, et que nous prolongerons j u s q u ' à rencont re 
en E , F respec t ivement avec deux droites OEG, O F H issues de 
l 'origine et situées respec t ivement dans les deux angles formés pa r la 
pa r t i e négat ive de l 'axe réel avec les deux directions de l 'axe imagi
nai re . Enfin, nous fermerons le contour d ' in tégra t ion A B G E C D F H A 
(fig. 1) p a r deux parallèles var iables BG, A l ! à l 'axe réel (parallèles 
comprenan t , bien en tendu , CE et D F entre elles), re joignant en A, B 
la droi te S\(z) = a. 

15. J e dis, en premier lieu, que l'on peu t éloigner les parallèles BG, 
A H à l'infini, de telle façon que la par t ie de l ' in tégrale 4v relat ives 
à ces droi tes t e n d e n t vers zéro. 

On p e u t suivre p o u r cela une marche analogue à celle qxii est 
exposée dans mon Mémoire sur les propr ié tés des fonctions entières ( '). 
La mé thode qui va suivre diffère légèrement cle celle-là; elle nie 
pa ra î t plus avan tageuse . 

Soit A un nombre plus g rand que l 'unité. Trayons des parallèles à 
l 'axe réel à des distances de cet axe représentées pa r A'1, A", À 8 ' -, .... 
Le nombre (-) des racines a, dont les coordonnées sont comprises 
en t r e A'"- et A" > , + a est au plus égal à KXA' 1 ' ', le n o m b r e K é t an t fini ( 8 ) , 
et il en sera de même a fortiori de l ' intervalle ( A 3 ' 1 1 , A. 3 '" 1 2); de 
sorte que si l'on range les racines a pa r ordre de coefficients de i crois
san t s , il en existera au moins deux c o n s é c u t i v e s pour lesquelles 
les coefficients de i différeront d 'une q u a n t i t é supérieure 

f. ~ A : ' ' '~ H — A ' A - - U 
a K À A-"- " Kl 
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, A ( A . - , ) 
a h A 

Or, on a 

= 2 ( F = ^ + 5 ) - 2 ( r = ^ + J ) - ï + G 

( H O ) ' 

~2«(S Ä , ~ 2 ( 3 ( 3 - ( 3 ) ~~ ï + C ' 

a ß r ' 

les a désignant les zéros, les ß les pôles (réels et négatifs) de 'C, 

et C é t an t une cons tante . Lorsque z var ie sur le segment B G de 

la parallèle d 'ordonnée z6> le r a p p o r t "-p - reste supér ieur à u n 

n o m b r e fixe, i ndépendan t de ß, et il en est de m ê m e p o u r le r a p 

po r t " — °S si l 'ordonnée de a est extér ieure à l ' interval le ( A s i , A 3 > + 3 ) . 

Les par t ies correspondantes du second membre de l ' équa t ion (20) 

donnen t donc le p rodui t de z p a r u n e somme finie ^puisque les 

sommes 2^*' 2 (P s o n l ' u m e s ) ' 
Q u a n t aux te rmes cor respondant a u x racines oc comprises en t re 

les parallèles d 'ordonnées A S A et A 8 A + 3 , elles donneron t , d ' après ce 

qui a été dit plus hau t , une s o m m e moindre que KXA a ' A ^ v ^ ' ^ , . ' 

q u a n t i t é de la forme K'z 0 log z, (où K ' est mi nouveau n o m b r e (Lui). 

On aura donc 

K ' 5 „ l o g . ; l i ; 

d 'où en r epo r t an t dans no t re in tégra le 

q u a n t i t é infiniment pet i te pou r z» infini. 

16. L ' in tégrale prise, le long de la droite indéfinie AB peu t donc 
être remplacée pa r l ' intégrale prise le long du con tou r indé-

Nous t racerons , à égale d is tance cle ces deux racines, une paral 
lèle à l ' axe réel dont l 'ordonnée sera désignée pa r z„, et ce t te 
ordonnée aura , avec celle de t o u t e racine a, une différence supér ieure 
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par t ies infinies EG, F H, les rappor ts 
.5 — a. z-fi 

a. i P 
sont supé 

rieurs à un nombre fixe, et, par conséquent , la q u a n t i t é _ ^ 

est finie. L ' intégrale sur un de ces chemins est donc moindre 

que 

q u a n t i t é 

\dz\ (le n o m b r e K é tan t fini), c 'est-à-dire qu ' une 

inie, décroissante quand x croît. 

4^.(.T) est donc a s y m p t o t i q u e à x, car, pour rendre la dilïé-> 

rence [x — moindre que r,.t-, il sullira de choisir z < ~, puis x 

assez grand pour que l ' intégrale / soit inférieure à ^ x . 

17. Dans l 'expression ( ig) de 4v(a:)> nous ('(irons abs t rac t ion des 

t e rmes compris sous les signes 2 autres que le premier . Le nombre 

de ces signes est, en effet, moindre que | ^ ^ > et la plus grande des 

sommes correspondantes est la premier*;, inférieure elle-même 

à log r ( i + ri;2) log1'"" ' x , p a r conséquent (à un facteur fini près) 

à a?lof&+ix. Nous négligeons donc une quan t i t é moindre que.irlogi' ' ' ' . i ; ; 

et le r é su l t a t o b t e n u ci-dessus peu t s 'énoncer ainsi : la somme 

V~Çp] 2 ^°SP log ' 1 - 1 ~> étendue aux nombres premiers inférieurs à x, 
est asymplotique à x. 

Ce résul ta t (où il est en t endu que nous devons supposer \i > i ) 
diffère de l 'énoncé d ' H a l p h e n : la somme des logarithmes des nombres 

fini H F D C E G , augmentée de la somme des résidus relatifs au 
pôle z = i et aux zéros a non compris entre les parallèles CE, D F . 

Le résidu relatif au pôle z = i est — x. 

Les résidus relatifs a u x zéros de a non compris en t re CE et D F 
ont une somme moindre que z x , où z a été choisi aussi pe t i t qu 'on 
veu t , et cela i n d é p e n d a m m e n t de x . 

Q u a n t à l ' intégrale prise le long du contour H F D C B G , elle est 
inf iniment pet i te r e l a t ivement à x. Cela est év ident pour la par t i e 

finie F D C E , où il suffit de remarquer que q i r r r r est fini. Sur les 
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premiers inférieurs à x est asyinplolique à x. Nous allons voir qu' i l 

le comprend comme cas par t icul ier . 

18, Pour cela, prenons [i = 2, ce qui donne 

Y j o g y ; log^ = . r ( i -|- y»), 

7) é t a n t (pour x assez grand) inférieur en valeur ubsolue à tel nombre 

qu 'on voudra . 

Dans cet te relat ion, changeons x en x(i -|- h) et r e t r anchons 

m e m b r e à m e m b r e : il v ien t 

x .i.'il+AI 

^. log /y log(l H-/i)-h 2 l n S / ' l n g / ( ' ' ^ ' — ^-'(^ + vj), 

égalité dans laquelle le signe ^ F ( / 0 désigne la somme des valeurs 
a 

de lu fonction F pour les n o m b r e s premiers compris en t re a et ß. 

Pour les nombres premiers qu i figurent sous le second signe 2 ' 
. . , œil 4 - h) • , , -, 

la quan t i t é — est comprise en t re 1 et 1 + h : on p e u t donc 

écrire, en d iv isant par log(r -f- h ) , 

( a i ) ' > log « < jr> -. •——•, 

Jmi 7,1 l0g(£ H- / t ) 
0 

, q l - l - / j ) 

( A + 7/ ) 2 , (Il -
Off« > . / ' T -

a i log ( i 
0 

H- Ii I 

Dans ce t te dernière, nous changerons x en ^ ^ : elle deviendra 

Les formules (21) et (22) d é m o n t r e n t l 'énoncé d ' H a l p h e n . On 

voi t , en effet, que^logp sera compris en t re x(i + p) et x(i—p), 
0 

H A D A M A R ] ) . — . Ï U H I U i . 17 
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si l 'on a choisi h tel que 

P f' ... h - P 
1 ~ i < ( H - Ii) l o g ( i -t- h) ^" l o g ( i -h h) " l ?.' 

puis x assez grand pour que r, < log(i -f-.A). 

19. Les résul tats qu i précèdent s ' é tendent d ' eux-mêmes aux 
séries de Dirichlet. On considérera l ' intégrale 

« , 2 3 . _ _ 4 . r r y * 

où (J. est un nombre plus g rand que i, les au t res le t t res a y a n t le 
même sens que dans les n o s 8-10. Cette in tégra le représen te , à 
une quan t i t é près inf iniment pe t i t e re la t ivement à x, le p rodu i t 
de <p(/c) pa r la somme des logari thmes des nombres premiers q 
congrus à m, su ivant le module k et plus pe t i t s que x, multipliés 

respect ivement par les valeurs correspondantes de logf - 1 

Or, on peut ra isonner sur cet te intégrale exac t emen t comme 
nous l 'avons fait sur l ' in tégrale (18), car les propr ié tés de Ç{s), 
que nous avons utilisées et qui sont relatives à la d i s t r ibu t ion des 
zéros et au genre, ont été démontrées pour les séries de Dirichlet. 

L a quan t i t é qui figure sous le signe J •àaus l ' intégrale (Ä3) a 

pou r pôle simple z = i, pôle de • ' , „ ; > et le résidu correspon-

clant — ••• f . = •—-x; les résidus relatifs aux au t res pôles donnen t 

une somme qu 'on peu t considérer comme négligeable vis-à-vis de ,r, 
ainsi que l ' intégrale prise le long du contour G E C D F H , comme 
il a été expliqué. 

Donc l ' intégrale est a sympto t ique à x. E n su ivan t la même 
marche q u ' a u numéro précédent nous reconnaissons que la nomme 
des logarithmes des nombres premiers inférieurs à x et, compris dans 
une progression arithmétique déterminée de raison k est asymptotique 

X 
a—r-r-' 
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(*) Math. Annalen, t, X X , p. Soi . 
(-) Journal de Crelle, 1. 10I-1, p. 98; cf. BACHMANN, Analytische Zahlentheorie, Ch.. X 

(Teubner, Leipzig, 189/î). 

( 3 ) BACHMANN, loc. cit., p. a g i , ligne G, formule (3/j). 
(*) BACHMANN, loc. cit., p. 3oa, ligne 4. 

( ß) Tome X X , Partie, 1896. 

L'équa t ion générale 

-„ '• • "V lot; q lofil-1—1.- = —^r- ( i -t- p') 

o 

qui , comme nous venons de le voir , comprend la re la t ion corres
p o n d a n t à \J. — i , ne pa ra î t pas pouvoi r se déduire i nve r semen t 
de celle-ci; il serait in téressant de rechercher quels rense ignements 
ce t te équa t ion fournit sur l 'ordre de grandeur de s, c 'est-à-dire 

de l 'erreur commise en r e m p l a ç a n t ^ bog ? P a r s a va leur a s y m p t o -

t ique . 

20. E n t e rminan t , je signalerai l 'applicat ion possible de la même 
mé thode aux séries de Webe r (') et de Meyer (*), pa r lesquelles on 
é tend le théorème de Dirichlet sur la progression a r i t h m é t i q u e a u x 
formes quad ra t i ques . Une fois d é m o n t r é que ces séries sont uniformes, 
la relat ion ( : |), analogue à celle donnée p récédemment au n ° 10, 
p rouvera qu'elles ne s 'annulent pas sur la droite $\.(s) — i. 

Dans le cas où le dé t e rminan t est négatif, et où l 'on considère 
la forme q u a d r a t i q u e seule (sans faire in te rveni r de progression 
a r i thmét ique) , une formule donnée pa r Webe r ('') fourni t la démons
t r a t i on d e m a n d é e ; en même t e m p s , elle fait connaî t re le genre de. 
ces séries et fourni t la re la t ion cor respondan t au c h a n g e m e n t de s 
en i — s. Les méthodes exposées dans le présent Mémoire sont donc 
dès à présent applicables à ce cas par t icul ier . 

N O T A . — P e n d a n t la correct ion des épreuves , je reçois communi 
cat ion des recherches que M. de La Vallée-Poussin consacre au 
même sujet dans les Annales de la, Société scientifique de Bruxelles (*). 
Nos ra i sonnements , t rouvés d 'une façon indépendan te , on t quelques 
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poin t s c o m m u a s : il est remarquable , en par t icul ier , de consta ter 
que M. de La Vallée-Poussin a été condui t , lui aussi, à employer 
comme intermédiai re le l'ait que la fonction 'Q n ' a pas de racine de 
la forme i + ti, quoique les procédés de démons t r a t ion soient tou t 
à fait différents. J e crois qu 'on ne refusera pas à m a m é t h o d e l 'avan
t age de la simplicité. 

Les crit iques, adressées pa r M. de La Vallée-Poussin aux démons-

grâce au fait que cet te dernière garde un sens, m ê m e lorsqu 'on 
remplace chaque élément pa r son module. 

t rat ions fondées sur l 'emploi de l ' intégrale 

po in t la nôtre, fondée sur l ' in tégrale 

i n ' in téressent 



UNE PROPRIÉTÉ DE LA FONCTION ? w 
ET 

D E S SÉRIES D E DIRICHLET 

(Congrus cle l'Association française pour l'Avancement des sciences, Lu R o c h e l l e , 1028 . ) 

Les t r a v a u x de M. L a n d a u et de ses con t inua teurs ('), p a rmi 

lesquels il faut n o m m e r en p remiè re ligne M. W. Schnee, ont , c o m m e 

on le sait , no tab lemen t précisé et é t endu les condit ions de va l id i té 

d 'une formule, analogue à celle de Parseva l , ob tenue p r é c é d e m m e n t 

p a r nous ( a) et p e r m e t t a n t de mul t ip l ier t e r m e à t e r m e deux séries 

de Dirichlet de la forme la plus générale 

n 

2 c Ä 

( a ) um— / f{$ + U) stiy - Ü)dl=yjhncne-'>-<>^\ 

oïi ß, y sont deux nombres réels ou m ê m e complexes, de par t i es 

réelles convenablement choisies. (Les t r a v a u x auxquels nous avons 

fait allusion t o u t à l 'heure ont eu préc isément pour objet d ' é t endre 

(1) Voir le Traité classique de M. LANDAU : Lehrhuch über die Verteilung der 
Primzahlen, t. II , n o s 221 et suiv. 

(a) Acta Mathematica, t. X X I I , 1899, p. 55-63. 

Cette formule s'écrit 
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le résu l ta t , non seulement au cas où l 'une des abscisses ß, y appar 
t i en t au domaine de convergence simple de la série cor respondante , 
l ' au t re é t an t dans le domaine de convergence absolue, mais même 
à cer tains cas où, de p a r t et d ' au t re , il n ' y a que convergence simple.) 

Mon in ten t ion n ' e s t d'ailleurs pas d'aller plus loin dans la voie 
déjà si r emarquab l emen t parcourue , mais d ' a t t i r e r l ' a t t en t ion sur 
une par t icular i té in téressante qui se présente lorsque, pour la 
seconde des séries ( i ) , on p rend l 'expression bien connue 

'3> $ H 2 2 £ ? ' < - = . . » . . ^ = . . 3 . * . . . . . . 

Soit, d 'abord, f(s) pris lui -même s implement égal h '((s). On voi t 
imméd ia t emen t que l 'on a (sous les condi t ions de val idi té de la 
formule) 

Ce résul ta t p e u t ê t re considéré comme u n simple cas par t icul ier 

du fait général que t o u t e fonction représentée p a r une série de la 

forme ^ jp s e r eprodu i t p u r e m e n t et s implement lorsqu'on la 

« compose », pa r la formule (2), avec 'C(s). Mais il expr ime aussi 

une proprié té fonctionnelle a p p a r t e n a n t à la fonction 'C(s), laquelle 

ligure seule t a n t dans l 'un que dans l ' au t re m e m b r e de la formule. 
Mais, au lieu de regarder le premier m e m b r e de (3) comme repré

sen tan t une sorte d 'opéra t ion fonctionnelle exécutée sur g (s) à 
l 'aide de la fonction f(s) = '((s), on peut se p lacer au po in t de vue 
inverse et, dans ces condi t ions , la formule se généralise d ' une manière 
r emarquab le en p r enan t , pour f(s), l 'une que lconque des séries 
« spéciales » de Dirichlet 

à l 'aide desquelles l ' i llustre géomètre a d é m o n t r é son célèbre théo 
rème sur la progression a r i thmét ique . La seconde fonction in t rodu i t e 

w (1 ) 
dans (2) é tan t encore g (s) = ~~, il v ien t 

- £ £ £ ^ * * > K - ^ = 2 2 ^ . 
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c'est-à-dire, comme on sait, 

^ i £ L ( ß - - ^ ^ ^ - - ' ^ ^ T ^ ^ ' 

relat ion qui , comme on le voi t , lie les séries (5) à la fonction de 
Riemann . 

Bien qu'i l m 'a i t été jusqu' ici impossible d 'en t i rer a u c u n progrès 
positif, une telle relation me semble digne de l ' a t t en t ion de ceux qui 
s ' intéressent à la théorie ana ly t ique des nombres premiers . Je ne 
saurais dire, q u a n t à présent , dans quelle mesure elle p e u t conduire 
à un pro longement ana ly t ique des fonctions qui y figurent ni dans 
quelle mesure elle les caractérise. Il serait également in té ressan t de 
rechercher m o y e n n a n t quelles modificat ions elle p o u r r a i t s ' é tendre 
aux aut res t r anscendan tes analogues que les divers chapi t res de la 
théorie ont successivement in t rodu i t es ('). 

(]) Note du Comité de rédaction : II nous a semblé utile de reproduire ce travail 

dans lequel on trouve encore un exemple cle l'art avec lequel M. TTadainard soulève 

des questions nouvel les . 



RÉSOLUTION 
d ' u n i ! 

QUESTION RELATIVE AUX DÉTERMINANTS 

( Bu/le Un des Sciences mu thématiques, 2 « st'viu, 1. 17, i8t)3, 1" piirliis) 

1. Etant , donné un déterminant . 

« , A, . . . / , 

. b., . . . /, 
A — -

«„ b„ . . . /„ 

dans lequel on sait que les é léments sont inférieurs en va leur absolue 
à une quan t i t é dé terminée Â, il y a souvent lieu de chercher une 
l imite que le module de A ne puisse dépasser. 

On voi t i m m é d i a t e m e n t que A est inférieur à i . 2 . 3 . . .nA". 
Mais il est clair que cet te l imite est t r op élevée; car elle ne pour ra i t 
ê t re a t t e in t e que si t ous les te rmes du d é t e r m i n a n t ava ien t le même 
signe, ce qui est mani fes tement impossible. 

J e me propose en conséquence de rechercher le m a x i m u m du 
dé t e rminan t A dans les condit ions indiquées. 

2. Sans rien supposer d ' a b o r d sur les modules des é léments a,, . , . , 
b\, . . , , désignons pa r a", . . ., b], . . . leurs conjugués dont le déter
m i n a n t A(1 sera le conjugué de A. Prenons , dans le dé t e rminan t A, 
p lignes quelconques pou r en former un t ab l eau rec tangula i re (T), 
(T«) é t an t le t ab leau cor respondan t du d é t e r m i n a n t A„; considérons 
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•î-l "ut • • • -tui> 

s.. • s-i,i> 

•Vt •V> • 

et, si nous isolons la pa r t i e qui cont ient en facteur u n é lément 
pr incipal , le dernier par exemple, nous pouvons écrire 

( 3 ) P ^ ^ I V i + Q / o 

où Q,j sera le dé te rminan t 

S , S , I 2 . . . S-I./J—I •*! , / ) 

'^•2,1 S'2 • • • 't'>,f>-~[ 

• f y ~ L , - t • • ' ' t y - l ' ' / ' — l . / ' 

•t/t.l ' f y , - 2 • T • s/i,p—i 0 

( 1) Nous n'avons pas à prendre en considération le cas de P/,— o, le déterminant A 

étant alors nul et , par suite, ne présentant aucun intérêt dans la question actuelle . 

l U n A M A H I ) . — .ruun. i ï . 1 8 

le p rodui t 
P / , = ( T ) ( T 0 ) . 

Si p = n, ce produi t donnera A A „ , c 'est-à-dire le carré du module 
de A ; pour p < n, il fournira de m ê m e la somme des carrés des 
modules des différents dé t e rminan t s que l'on dédui t du t ab l eau (T). 
Dans tous les cas, la q u a n t i t é ainsi ob tenue sera essent iel lement 
réelle et positive ( ' ) . 

Pour former le produi t P w d 'après les règles de la mul t ip l ica t ion 
des dé te rminan t s , il faudra mult ipl ier chaque ligne de (T) p a r 
chaque ligne de (To). Si l 'on a choisi deux lignes cor respondantes , 
p a r exemple les deux lignes de r ang h, le résu l ta t s,, donnera la 
somme des carrés des modules des éléments ah> b,„ . . ., lh. Si, au 
contra i re , on a pris deux lignes de rangs différents h et h', on t rou 
vera l 'expression 

Nous remarquerons que S I , , K est conjugué de S I V J , . 

Les quan t i t é s sh et $n,u seront les é léments du d é t e r m i n a n t P p . 
Si, p a r exemple, les lignes qui composent le t ab leau (T) sont les 
p premières , on aura 
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Le mineur de ce dé t e rminan t , relatif à la hu'""' ligne et n la h'1""" 

colonne, é tan t désigné par l , m i s cons ta tons que les mineurs 

p r inc ipaux sont des expressions Q / (.., sauf le dernier qui est une 
expression P,,_,. Q u a n t aux autres mineurs, nous remarquerons 

i ^<t« • . i àQ„ seulement que est conjugue de ^-j-^ 

3. Cela posé, il est facile de démo titrer que le d é t e r m i n a n t Q / ; 

est négatif ou nul , le dernier cas ne p o u v a n t se p résen te r que si 
tous les éléments de la dernière colonne sont égaux à zéro. 

Il suffit pour cela (h é t an t un quelconque des nombres i , 2, . . 

p - i ) de considérer les qua t r e mineurs j—fry 

L' iden t i t é bien connue qui existe entre ces mineurs nous donne une 
re la t ion de la forme 

V / ' 1 n—i— V / ' - i 1 / ' - i 

Les P é tan t positifs, nous voyons donc bien que Q,, est nécessaire
men t négatif ou nul si ce t te conclusion a é té démon t r ée pa r Q,,-,. 
Nous pouvons dès lors l ' a d m e t t r e pour t o u t e va leur de p , car elle 
est évidente pour Q,, égal à o, et Q 2 , égal à —J« ( , a J a . 

De plus, Q/, ne saura i t être nul si Q,,_| l 'est, c 'est-à-dire (en 
a d m e t t a n t toujours que no t re conclusion est établ ie pou r C V - i ) 
si tous les éléments de la dernière colonne sont nuls à l 'exception 
du A14"'". Mais comme h est var iable dès que p est au moins égal 
à 3, il ne peu t y avoir aucun élément de la dernière colonne différent 
de zéro. 

4. Revenons m a i n t e n a n t au dé te rminan t P , : nous sommes en 
mesure d 'é tabl i r que ce dé te rminan t est inférieur ou au plus égal 
à son t e r m e pr incipal st s3 . . . s,„ l 'égalité n ' a y a n t lieu que si t ous 
les é léments non p r inc ipaux sont nuls. 

E n effet, nous pouvons a d m e t t r e que le fait est v ra i pou r P / ( _ , , 
et dès lors l ' équat ion (3) démont re l ' inégalité P / ; < s, s.j , . . s,,, 
puisque Q ; j est négatif. 

De plus, P,, ne peu t être égal à s, *„. . . s,, que si, d ' une pa r t , P ^ , est 
•égal s, s, et quej d ' au t r e par t , on ai t Q,, = 0. D'après ce 
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(l) Philosophical Magazine, L X X X I V , 1867, p. /fii-hyS. 

que nous avons vu plus haul., cet te double condition exige que t o u s 
les é léments non pr inc ipaux soient nuls. 

En part iculier , pour p — n, on a 

| A | ' < M S •.••««. 

Lorsque les modules des é léments sont au plus égaux à i, les S/, ont 

pour va leur m a x i m u m n, et p a r suite | A | est au plus égal à h1. 

On voit que la valeur m a x i m u m du dé te rminan t du n'"""' ordre 
est loin d ' augmenter aussi r ap idemen t que le p rodu i t i . 2 . . . n. 
D 'après la formule d ' approx ima t ion de la fonction F, elle croît un 
peu plus vi te que la racine carrée de ce produi t . 

5. P o u r que A a t teigne son m a x i m u m , il faut , en p remie r lieu, 
que tous les éléments aient pou r module T ; puis que t o u s les s,(j/,. 
soient nuls (h =é h'). 

E n écr ivant l ' équat ion s/,,/,. = o pour tou tes les va leurs cle h', 
l 'ent ier h r e s t an t fixe, on a un sys tème d 'équat ions linéaires e t 
homogènes pa r r appor t aux éléments de la a14™' ligne, d 'où résul te 
que chaque élément est p ropor t ionne l à la q u a n t i t é conjuguée du 
mineur correspondant . Les formules relat ives a u x d é t e r m i n a n t s 
adjoints m o n t r e n t même que les mineurs d 'ordre k son t propor
t ionnels aux mineurs complémenta i res d 'ordre n — k. 

Nous sommes ainsi conduit aux dé t e rminan t s appelés inverse
ment orthogonaux par M. Sylvester (') et dont un exemple s imple 
est fourni , pour une valeur quelconque de n, pa r le d é t e r m i n a n t de 
Vanclermonde formé avec les racines de l ' équat ion b inôme x" — 1. 

6. P o u r n — 3 , ainsi que l 'a encore r emarqué M. Sylvester , 
t ou te s les au t res solutions se réduisent à celle-là, à des change
men t s près que l 'on peu t appeler insignifiants, à savoir : pe rmu
t a t i o n des lignes ou des colonnes; mul t ip l ica t ion de tous les é léments 
d 'une m ê m e ligne ou d 'une même colonne pa r un m ê m e facteur . 
Mais il n ' en est plus de m ê m e pour les valeurs de n supér ieures à 3 
et, la format ion d 'un d é t e r m i n a n t m a x i m u m compor te m ê m e 
beaucoup plus d 'arbi t ra i re que ne l 'a supposé le géomètre anglais. 
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(4) 

et 

( 5 ) 

i 

i i 

r /' 

I — i 

i — i i 

i i 

— I - • / 

r 

r - / i 

Notre méthode condui t au. dé te rminan t 

t i i l 

i •— i a - • a 

i i i — i 

r - - 1 a a 

lequel donne bien les dé t e rminan t s (4) et (5) pour a — i et a = i, 

mais en est essentiel lement dist inct pour une va leur quelconque de 0. 

(') P. 4 6 5 , n o 6 . 

Reprenons en effet, la mé thode indiquée dans son Mémoire (') 
pour construire un d é t e r m i n a n t m a x i m u m d 'o rdre n,n.2 quand on 
suppose connus deux dé te rminan t s m a x i m u m A, et A3 d 'ordre n, 
et n a respec t ivement : on écrit n , fois le d é t e r m i n a n t A,, savoir 
n., fois en ligne hor izonta le sur n» fois en ligne ver t icale , fo rmant 
ainsi un tab leau (©). Puis dans le dé te rminan t A, qui occupe clans 
ce t ab leau le h'im" r ang en ligne horizontale et le A-'"'"" en ligne ver t i 
cale, on mult ipl ie t o u s les éléments pa r l ' é lément du dé termi
n a n t A a dont les indices sont h et k. Le t ab l eau ('S) ainsi modifié 
donne u n dé te rminan t m a x i m u m , car les re la t ions « / l i / t . = o sont 
vérifiées. 

Mais ces relations ne cessent pas d 'avoir lieu si, dans tous les 
dé te rminan t s A, cle la première colonne, on mul t ip l ie une ligne 
déterminée pa r u n cer tain n o m b r e de module i. Or, le nouveau 
dé te rminan t ohte im p a r cet te opérat ion (que l 'on p e u t év idemment 
var ier de plusieurs façons) n 'est pas réduct ib le au précédent, p a r 
les changements insignifiants dont nous avons par lé . 

P a r exemple, pour n = 4, M. Sylvester indique, les deux types 
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( l ) S v L V E S T K i t , Échiquier ancdlugmaliqua. 

7. Lorsque n est une puissance de 2, le procédé dont nous venons 
de parler pe rme t d 'obtenir un dé t e rminan t m a x i m u m à é léments 
réels. Peu t -on t rouver de tels dé t e rminan t s pour d 'au t res va leurs de n ? 

Dans ce cas, chaque é lément ' devra être égal à ± 1 , et cela de 
telle façon que, considérant deux lignes quelconques et c o m p a r a n t 
les é léments correspondants , il y ait a u t a n t de concordances que 
de discordances de signes ( ' ) . 

Du voit a isément que ceci ne peu t avoir lieu que -pour n mul t ip le 
de 4 . E n effet, si l'on ramène les éléments de la première ligne à 
être des 1, la seconde ligne devra contenir a u t a n t de - f - 1 q u e d e — • 1, 
ce qui exige déjà que n soit pair : n = 2 n'. Si l 'on suppose alors 
dans la seconde ligne les n' premiers éléments positifs et les au t res 
négat ifs , la somme des n' premiers éléments de la t rois ième ligne 
devra être nul le ; donc n doi t ê t re à son t ou r u n n o m b r e pair . 

D'ail leurs il existe en EFFET des dé te rminan t s m a x i m u m RÉELS 

pour des valeurs de n non puissances de 2. Pour n — 12, p a r exemple, 
on arr ivera au résu l ta t de la façon suivante : 

On groupera les colonnes 3 pa r 3 en qua t re séries. 
La première ligne é t an t composée de 1, la seconde comprendra 

des 1 dans les deux premières séries et des — 1 dans les deux 
dernières ; la troisième ligne aura ses qua t r e séries composées alter
n a t i v e m e n t de -f- 1 ET de — 1. Dans les neuf lignes su ivantes , la 
première ET la dernière série comprendron t chacune deux é léments 
positifs et u n négatif; la seconde ET la t roisième d e u x éléments 
négatifs et u n positif, d 'après le Tableau su ivant : 

1 1 1 1 

1. 3 :>, a 

1 3 3 3 

a I :>. 3 
a a 3 I 

a 3 r a 

3 i 3 
3 a i 3 
3 3 u 1 

les numéros ind iquan t dans chaque série le rang DE .L'ÉLÉMENT, qui 

e s t seul cle son signe. 
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i 3 33 45 45 

1/1 45 a 3 45 
i5 /,;) 45 a3 
.',5 1 a 2 4 3,4 

,',5 » 3 35 35 
a 3 a/, 35 
3 3 i5 35 34 
35 35 13 , 3.5 

35 34 i3 34 

3.1 35 >4 34 
34 a4 i5 a 5 

3.'i 34 34 13. 

3/j 
a 5 
a 5 

a 5 
34 
a 5 

a5 
a 5 
3-î 

i3 

" ' 
i5 

Il y a donc lieu, de se demande r quelles sont les valeurs de n pou r 
lesquelles existent des dé t e rminan t s m a x i m u m à éléments réels ( ' ) . 

De plus, on peut rechercher , pour les au t res va leurs , quel est le 
plus g rand module que puisse a t te indre le d é t e r m i n a n t lorsqu 'on 
impose a u x éléments la condit ion d 'ê tre réels ( 3 ) . 

( l ) Les déterminants maximum mie nous venons do former pour n —• 1a el, « = au 

mettent encore une fois en évidence l'arbitraire quo comporte la question actuelle; 

car il est clair que ces nouveaux determinants maximum ne peuvent se déduire des 

procédés donnés au n" fi. 

(â) Noie du Comité de réduction. Dan démonstrations nouvel les du théorème sur le 
m a x i m u m du module d'un déterminant ont été données no tamment par Wirtinger 

(Bull, des Sei. math., 1907, p. 175), Kneser (Die Integralgleichungen, 1 9 1 1 , p. 2 9 7 -
231), L. K. Hua (Tohoku Math. J., vol. 4:1). 

Il existe aussi un dé t e rminan t m a x i m u m réel p o u r n = 20. P o u r 
l 'obtenir , ayan t encore pa r t agé les colonnes en q u a t r e séries de 
cinq chacune, on composera les trois premières lignes comme dans 
le cas précédent . La qua t r i ème ligne aura , dans la première et la 
dernière série, t o u s ses éléments positifs, sauf le p r emie r ; dans la 
deuxième et la t rois ième, t o u s ses éléments négatifs , sauf le premier . 
Chacune des seize lignes qui res tent comprendra , dans la première 
et la dernière série, deux éléments négatifs ; dans la deuxième et la 
troisième, deux éléments positifs, d'après* le Tab leau su ivan t : 

ta a 3 a 3 a 3 
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LES TRANSFORMATIONS PONCTUELLES 

qui peuven t être considérées c o m m e faisant cor respondre à u n 
po in t quelconque (x,, xa> x„) d ' un espace e„ à n d imensions , 
u n po in t (X , , X 2 ) . . . , X„) d 'un espace analogue E„, po in t que 
nous nommerons ici l'image du premier . 

Ces équat ions sont-elles résolubles en x[f xi} x,,? À t o u t 
po in t de E„, peut -on faire correspondre d 'une maniè re u n i v o q u e 
un. po in t de e„ auquel il serve d ' image ? 

Il est clair que la question est double . Les valeurs de X , , X a , X „ 
é t a n t données , elle consiste à se d e m a n d e r : 

I. Si les équat ions (i) a d m e t t e n t toujours (en xt, x.2, x„) 
l ine so lu t ion ; (possibilité) 

IL S'il est impossible que ces équat ions a d m e t t e n t plus d 'une 
solut ion. (unicité) 

(Bulletin de lu .Société mathêmntiiftie de Freinée, I . 34, 1 9 0 C . ) 

!.. Soient données les équat ions 

l l A D A N I A I l l ) . — J U 1 I I M S . l'.l 
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Les méthodes du Calcul différentiel conduisent à en chercher la 

solution dans les propr ié tés infinitésimales des fonctions / qui défi

nissent la t ransformat ion . Une condition nécessaire bien connue 

est (en supposant que les fonctions f.,, /„ a d m e t t e n t des 

dérivées premières continues) que le déterminant fonctionnel 

D ( x . n . . . , ./•„) 

soit de signe constant. 

Cette condition prise au sens étroit est d 'ail leurs suffisante loca

lement, c 'est-à-dire que, a (a, , a.,, a„) é t an t un po in t de e„ où 

le dé te rminan t (2) n 'es t pas nul et A (A,, A 2 , A„) sorn image, 

on peut , au tour de ce dernier point , décrire une sphère assez pet i te 

pour q u ' u n point quelconque pris à son in tér ieur soit l ' image d 'un 

po in t et d 'un seul voisin de a. 

2. Ün a quelquefois admis que la condition précédente é ta i t suffi

san te d 'une manière générale, c 'est-à-dire que, si elle é ta i t vérifiée 

quels que soient a,, a.,, a,„ elle en t ra îna i t , quels que 

soient X , , X 2 , X,„ une réponse affirmative aux questions I 

et I I . 

Il est pou r t an t clair, dès le cas d 'une var iable (n — t ) , que l 'on 

n 'es t pas ainsi assuré de rempli r la condition I. Si la fonction X = / (#) 

admet une dérivée première / ' toujours posi t ive, l ' équa t ion 

*-/<•'•> 

considérée comme équa t ion en x, n ' adme t j ama i s plus d 'une solution, 

mais on peu t choisir X de manière qu'elle n 'en a d m e t t e aucune, à 

moins que les deux intégrales 

(3 ) / j''{.l:)dj;, f f'(.v)fU 

ne soient infinies. 

P o u r n supérieur à 1, il est visible qu'il ne suffit pa's de remplacer 

la dérivée / ' par le d é t e r m i n a n t fonctionnel (2). P a r exemple , pour 

la t ransformat ion 

X = / ( x ) , Y = t|/(,/') <p(,)•'), 
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le dé t e rminan t fonctionnel est f'(x) T

J(^) <?' (y) ; on peu t , en le 
supposan t supér ieur à u n n o m b r e positif fixe et m ê m e indéf in iment 
croissant (et cela d 'une manière aussi rap ide qu 'on le veu t ) avec x 
ou y, a d m e t t r e néanmoins que les intégrales (3) sont finies e t que, 
pa r conséquent , X n 'est pas suscept ible de prendre tou te s les va leurs 
réelles. Une aire, indéfiniment é t endue clans tous les sens, du p lan 
des xy, a alors pou r image u n e aire qui s 'allonge indéf in iment dans 
le sens parallèle à l 'axe des Y, mais qui reste comprise en t re deux 
ordonnées fixes. 

3. La quan t i t é qu'il convient d ' in t rodui re ici, à la place du déter
m i n a n t fonctionnel, est év idemmen t l'axe mineur \J. cle l'ellipse ou 
de l'ellipsoïde de déformation, c 'est-à-dire la plus pe t i t e va leur du 
r a p p o r t 

ld\'\ -+• dX'i - + - . . . -i- dK% 

Y ^ + ^ + . . . + dxl' 

et la condit ion qu' i l y a lieu de se donner à cet égard est- : 

[Condition (C)], que, y.p dés ignant le minimum de \i. sur la sphère 

(4 ) . a?"f H- ..t'H + • • • H- x'n = p" 

de l'espace e„, l'intégrale 
(5 ) l [J.p dp 

soit infinie. 
Si cet te condi t ion est remplie, u n e ligne de longueur infinie t r acée 

dans e„ ne p o u r r a pas avoir pou r image une ligne de longueur 
finie. 

4. Mais la quest ion est loin d ' ê t re ainsi résolue. Car, contra i re
m e n t à ce qui arr ive dans le cas d 'une var iable , on sait que le non-
évanouissement du dé te rminan t fonctionnel, dans une région finie, 
que lconque de eH, n'assure même plus l'unicité. Les fonctions 

é t a n t définies dans une région dé te rminée (a) du p lan des xu x» et 

a y a n t , dans t o u t e cet te région, leur dé t e rminan t fonct ionnel positif 
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t1) Voir, par exemple, G O U B S A T , Cours d'Analyse, t. .1, p. 399. —• Plusieurs auteurs 

(LiPscitiTz, Lehrbuch der Analysis, t . I I ; KNIÎSEK, Math. Ann., t. X L V ; À H Z K L A , 

Rendie. Ac. Bologne, a/j. mai IQO3) se sont efforcés de remédier à ce l t e défectuosité, 

moyennant l'introduction d'autres hypothèses. 

(*) Ce rayon est calculé pour n — 1 par M. GOÏJBSAT, ho, cit., p. / | . i . 

(*) La quantité \J. est nulle ou différente de zéro en même temps epic le déterminant 

fonctionnel. 

(*) Il est à peu près évident que cotte dernière restriction (ou une autre analogue) 

est nécessaire, et que la condition p. 0, même vérifiée dans tout le plan, ne suffit 

pas à assurer l'unicité. 

Soit, par exemple, 
v < = = R C o s ö , X a = R s i i i 0 , 

et non nul , une aire s in tér ieure à -i, limitée pa r une courbe fermée 
unique (sans point double) y, peu t avoir pour image une aire se 
r ecouv ran t par t ie l lement elle-même, y ayan t pour image une courbe F 
à points doubles, analogue à celle qui est représentée figure i ( ' ) . 
U n même point de cet te aire peut alors être l ' image commune de 
plusieurs points de s. 

E n un mot , les données précédentes ne fournissent aucun rensei
gnemen t sur la résolubili té des équat ions ( i ' ) , sauf à l ' intérieur 
de cercles suffisamment pe t i t s — dont les mé thodes classiques ne 
font même pas connaî t re expl ic i tement le rayon (-). 

5. Le fait que je me propose d 'établir , e t qui p e u t être de quelque 
ut i l i té dans la discussion d 'équa t ions telles que (i), est que les 
propr ié tés infinitésimales des fonctions / suffisent au contraire à 
étudier leur inversion, si elles. sont connues dans tout l'espace e„. 
L'énoncé est le su ivan t : 

Si [J. est différent de zéro (:I) en tout point de e„ et si, en outre, la 
condition (C) (n° 3) est remplie, les propriétés 1 et I I ont lieu : autrement 
dit, l'inversion des équations ( i ) est possible et univoque. 

Ainsi, une t rans format ion définie à l'intérieur d'une aire peu t 
présenter à l ' intérieur de cet te aire la s ingular i té décri te au n° 4. 
Mais, dans ce cas, la t r ans format ion ne saura i t être , de quelque 
manière que ce soit, prolongée indéfiniment eu dehors de G, si l'on 
impose ("), (outre [J-y^o) la condit ion (C). 
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avec 

R = ff'\ 0 = kr. e'"' " = kiz lh;a?2, 

où k est un nombre plus grand que 1. L'image du cercle ajf-f- x'i ==s p 2 aura l a forme 

représentée figure 1 dès que t h p dépassera la valeur j • 

Il en sera encore de même si, avec la même valeur de R, on fait 

0 — — e^m) — Sb [jjj<p {a:, )] 

[la fonction f (a;x) étant toujours plus grande que 1 et croissant, pour xx très grand 

et négatif, plus v i te que e - " 1 , par exemple f = Ch (3 et dans ce cas le déterminant 

fonctionnel sera indéfiniment croissant. 11 serait constamment égal à 1 si l'on 

faisait 0 = x2e"'ix' (toujours avec R = ß , r'). 

J ' a i indiqué , dans les Comptes rendus de VAcadémie des Sciences 

(séance du 8 j anv ie r 1906), u n e m é t h o d e p o u r démon t r e r la p ropr ié té 

précédente , mé thode dont je donnera i le principe un peu plus loin. 

J ' a i reconnu depuis que la démons t r a t i on p o u v a i t se faire d 'une 

maniè re t o u t élémentaire : qu ' i l suffisait de reprendre , avec d'insi

gnifiantes modifications, u n r a i sonnemen t classique de théor ie des 

fonctions (le ra isonnement non modifié est celui qui servira i t à 

démon t re r le théorème dans le cas de mult ipl ici tés fermées telles 

que la sphère). 

6. Supposons toujours que les n quan t i t é s X , , X 2 , . . . , X„ soient 

des fonctions de x,, x3, . . ., x„, fonctions dont le d é t e r m i n a n t fonc

t ionnel n 'es t j amais nul . T o u t po in t a («,, a 2 , . . ., a,) de l 'espace en 

est le centre d 'une sphère 

( 6 ) ( — at )*•+•( .z1, — a., ) - -I- . . . -f- ( x„ — «„ )'- £ d"-, 

telle que deux points dis t incts pr i s à l ' in tér ieur de cet te sphère ne 

puissent avoir la même image dans l 'espace E„ ; et l ' image (À, , A s , . . . , 

A„) de a est le centre d 'une sphère 

( 7 ) ( X, - A, Y- + . . . + ( X„ - A„)* i D*, 

telle que t o u t po in t X in tér ieur à cet te sphère soit l ' image d ' un 

point et d 'un seul intér ieur à (6), po in t qui var ie c o n t i n û m e n t 

avec X. 
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(*) Ceci aurait un sons, môme si les points A étaient en nombre infini, l'ensemble 

qu'ils forment étant manifestement fermé. 

Si, en quelque point de l 'espace, d étai t infini, le t héo rème serait 

démon t r é . Nous supposons donc qu'i l n 'en est pas ainsi. 
D 'après des ra i sonnements connus, d et, pa r sui te , D sont des 

fonctions continues de a,, a s , a„. Lorsque le poin t a p rend 
tou te s les positions possibles à l ' intérieur cle la sphère de rayon f 
qu i a pour centre l 'origine des coordonnées, d et D ont chacun un 
cer ta in min imum (différent de zéro), fonction de o. 

De même , d et D ont un m i n i m u m différent de zéro sur une ligne 
finie quelconque l décri te pa r a dans l 'espace <?„. 

7. Supposons que l soit une ligne cont inue a l lant d 'un point a 
à u n point b de e„, et que, d ' au t r e par t , son image L dans E„ soit 
fermée, c'est-à-dire q u ' u n m ê m e point A serve d ' image à a et à b. 
Alors on pourra affirmer que cet te ligne est également fermée 
dans e„, c 'est-à-dire que le po in t a coïncide avec b, si l 'on sait que 
la va leur de D cor respondant à un point c de l et à son image C est 
supérieure à la plus grande dis tance de C à u n point de L. 

8. Cela posé, adme t tons qu ' à deux points dis t incts a et b de e„ 
corresponde la même image A. Joignons ab par une ligne l (continue 
et sans point double), celle-ci aura pour image une ligne L, p a r t a n t 
du point A et y r evenan t . On peu t supposer (ce qui n 'es t d'ailleurs 
pas indispensable) que L n ' a aucun point double , a u t r e m e n t dit , 
qu 'el le ne contient aucun point A ' qui serve d ' image commune à 
deux points a', b' de l, sans quoi il suffirait de subs t i tue r A ' à A 
en ayan t soin, s'il y a plusieurs points A', d 'en choisir un. pour 
lequel l 'arc compris, sur l, ent re a! et b' soit le plus pe t i t possible ( ' ) ; 
ou encore, on pourra i t év idemment faire d ispara î t re le po in t double A ' 
en modifiant l. 

Soit D Q le min imum cle D sur l. 

Prenons un point fixe arb i t ra i re O (par exemple l 'origine des 
coordonnées) dans E, ( et désignons pa r L, (où t est un n o m b r e compris 
en t re zéro et un) l ' homothé t ique de L re la t ivement à O avec le 
r a p p o r t d 'homothé t i e i; et, de même, pa r C, l ' homothé t ique , dans 
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les mêmes condit ions, d 'un point quelconque C de L (image d 'un 
po in t c de l). Soit encore A le m a x i m u m de la d is tance OC. Deux 
po in t s quelconques de L seront alors à une dis tance inférieure à 2 À, 
et, pa r conséquent , d 'après le n° 7, on devra avoir, la ligne l é t a n t 
ouver te , 

( 8 ) 9.12 D„. 

Donnons à t une valeur que lconque comprise en t re l 'un i té et le 
n o m b r e t, (positif, d 'après l ' inégali té précédente) qui vérifie la 
re la t ion 

Tout point C, de L, sera à une dis tance de son h o m o t h é t i q u e C 

moindre que ^ et, par conséquent , sera l ' image d 'un po in t parfai

t e m e n t dé terminé de e„, in té r ieur à la sphère' a analogue à (6) qui 

a pour centre c. 

Seront également à une d is tance du point C moindre que D,„ 
les points de L, homothé t iques des points situés sur un cer ta in arc 
de L, à savoir l 'arc cont inu qui comprend le point C et don t tous 

les points sont à une dis tance de C moindre que 2 y - T o u t l 'arc 

ainsi ob tenu de L, correspondra donc à un cer tain arc de courbe 
de e„ in tér ieur à a. 

Chaque point C, de L, p e u t ainsi être déduit , non seulement du , 
point, homothé t i que C, mais d 'une infinité d 'au t res po in ts de L 
(points suffisamment voisins du premier) et l 'on a, pa r conséquent , 
une infinité de moyens de t r o u v e r le po in t cor respondant de e„; 
mais , en ve r tu du n° 7 et des hypothèses faites sur l, t ou t e s ces 
dé te rmina t ions conduiront au même résul ta t . 

E n u n mot , à chaque ligne L,, pou r 1 dt'tt,, cor respondra une 
ligne cont inue h de e,„ laquel le var ie ra d 'une maniè re cont inue 
avec t. Comme lt ne sort pas d 'une région finie de l 'espace e„, D , sur 
ces différentes lignes l,, ne sera j ama i s inférieur à un cer tain mini
m u m D' . 

Il en résul te que la ligne lt ne se ferme à aucun m o m e n t , car ses 
deux ext rémi tés , au t r emen t di t les deux points qui ont pou-r image Ah 
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var ien t con t inûment et, pa r conséquent , ne saura ient coïncider sans 

que leur dis tance soit au préalable devenue inférieure à 1)', ce 

qui est impossible. 

9. Soit D | le m i n i m u m de D sur L, t : on aura , puisque L, t ne 
se ferme pas , l ' inégalité analogue à (8) 

Déterminons un nombre t., pa r la relation 

y ; 

t» sera positif et nous t rouverons par des ra i sonnements t o u t 
semblables aux précédents , pou r t o u t e ligne L, telle que t{ >t^.U, 

une ligne cor respondante lt cont inue et ouver te de l 'espace e,„ 
ligne qui var iera con t inûmen t avec t. Il résul tera de là, en par t i 
culier, l ' inégalité 

9 . A / ^ n , , 

D 2 é t an t le m in imum de D sur llu. 
On déterminera alors tx pa r la relation 

liU - /.,) = l.)J, 

et ainsi de suite. D 'une manière générale, t,, sera dé te rminé pa r la 
relat ion 

19> A ^ . / _ , - f / , ) = - ^ - 1 

(D,,_i é t an t le m in imum de D sur l, ) et sera positif en v e r t u de 
l ' inégalité 

•'•/•//, : > I V - . -

Pour t o u t e valeur de t comprise entre i et t,,, la l igne l,, a y a n t 
pou r image L,, sera définie : ce sera une ligne cont inue , va r i an t 
con t inûmen t avec t et qui res tera toujours ouver te . 

10. Cela posé, il va ê t re aisé de faire appa ra î t r e une contra
diction. On ne pour ra i t , en effet, imaginer que deux hypothèses : 
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i ° Toutes les lignes l, res teront , quel que soit p, à d is tance finie, 
c 'est-à-dire intér ieures à une sphère fixe ayan t pour cent re l 'origine 
des coordonnées dans l 'espace e„. 

Il y a contradict ion, car, dans ces condit ions, D / ( res tera i t supé
rieur à u n nombre fixe et les quan t i t é s t,, définies pa r les relat ions 
successives (9) ne pourra ien t pas ê t re t ou t e s posit ives. 

2 0 La quan t i t é p = \jx] +• x; + • • • p rend , sur la ligne l, 
des va leurs très grandes pour des va leurs t rès grandes de- p . 

Mais cela aussi est impossible. E n effet, un point que lconque de L, 
est relié à son homothé t ique pris sur L pa r une ligne con t inue (une 
port ion de rayon vecteur) de longueur inférieure à "k. Donc le po in t 
cor respondant de l 'espace e„ est in tér ieur à la sphère qui a pour 
centre l 'origine et dont le r a y o n R est donné pa r la re la t ion 

f p?dP = À, 

[J.p é tan t , comme nous l 'avons dit , le m i n i m u m de \J. sur la sphère (4). 
Donc, il est inadmissible que les po in ts a et b, qui ont une m ê m e 

image À, soient dist incts . C'est ce que nous voulions établir . 

11. Le mode de démonstration que j'avais adopté dans la Note citée, e t qui était 

relatif au seul cas de n = 2, était plus compliqué, mais il avait l 'avantage de montrer 

comment se comporte le prolongement d'une transformation telle que (1 ') , à partir 

du moment où (die à cessé d'être hiunivoque; comment ce prolongement, possible 

tout d'abord, doit fatalement se heurter à une impossibilité à mesure qu'on voudra 

l'étendre indéfiniment. 

Soit n = 2, de sorte que e„ e t E« sont des plans. Supposons toujours que le déter

minant fonctionne] des seconds membres des équations 

( X., —/ , , . ( . / • , , . 

soit positif et non nul, et considérons la courbe P p , image du cercle y p + ft'ü = p'2), 

cercle dont le rayon sera, pour la commodité du langage, considéré comme représentant 

le temps. C'est une courbe fermée dont la tangente varie continûment et à la courbure 

de laquelle on peut assigner une limite supérieure, dès qu'on connaîtra une limite 

supérieure de p. X x et X 2 étant donnés, le nombre des solutions des équations (1') 

à l'intérieur de y ? est égal à l'indice (au sens de Gauss) du point ( X l t X 2 ) par rapport 

à Fp, L'indice d'un même point va toujours en croissant lorsque 0 croît. 

i i A D A M A r i n . — J U n n . i ' : . 2(1 
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Fig. i . 

Les tangentes en un point double déterminent quatre angles (qui peuvent être 

égaux à o ou à it) et les ares de courbes correspondants, au voisinage de ce point, 

déterminent quatre angles curvilignes. Nous appellerons extérieur celui de ces quatre 

angles où l'indice (relatif au contour complet) est le plus pet i t ; intérieur, celui où 

il est le plus grand (ces deux indices extrêmes différant de deux unités); latéraux, 

ceux où il a la valeur intermédiaire, l'un de ces latéraux étant à droite et l'autre à 

gauche, par rapport à une flèche allant de l'angle extérieur à l'angle intérieur. 

Les deux boucles que détermine le point double ont pour angles aux sommets, 

l'une l'angle extérieur, l'autre l'angle intérieur, à l'exclusion des latéraux (comme 

on le reconnaît en remarquant que l'indice relatif au contour total est égal à la somme 

des indices relatifs aux deux boucles). Nous les appellerons l'une extérieure, l'autre 

intérieure, suivant la nature de leurs angles aux sommets . 

La boucle qui délimite l'aire X (fî.g. i) est, dans cette terminologie, une boucle 

simple extérieure. L'indice y est plus petit que dans les régions voisines. 

Nous allons prouver que, sur notre contour mobile, une telle boucle extérieure 

est indestructible. Tous les contours V?, pour p > p 0 ) admettront de tel les boucles 

extérieures, et ces boucles successives seront inférieures les unes aux autres. 

Pour le démontrer, supposons d'abord que les / soient des fonctions analytiques, 

n'ayant pas à distance finie de points singuliers. Dans ces conditions, T p ne pourra 

présenter qu'un nombre uni do pointa doubles, et le nombre ou la disposition de ceux-ci 

ne changeront qu'un nombre fini de l'ois dans un temps fiai (c'est-à-dire dans un 

intervalle fini de variations de p). 

Si, à partir d'une certaine valeur p 0 de p, cet indice peut devenir supérieur à t , 

la ligne r p devra présenter des points doubles. C'est la forme représentée figure i 

et (au moins pour p peu supérieur à p 0) F p délimitera au moins une aire intérieure 

te l le que X (fig. i ) . 

Appelons boucle le contour fermé partiel formé par la partie de P p qui part d'un 

point double (sommet de la boucle) et y revient. Tout point double partage F p en 

deux boucles. Une boucle sera dite simple si, considérée en el le-même, elle n'admet 

aucun point double. L'aire 4-. est limitée par une boucle simple de sommet ?» (fig. i ) . 
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" f1) Nous supposons, pour plus de commodité , que deux apparitions ou disparitions 

de points doubles ne peuvent se produire à la fois pour une même valeur de p. 11 est 

clair qu'il n'y a là qu'une simplification de langage, dont le raisonnement est indépen

dant en réalité. 

D'une manière générale, les points doubles d'un contour fermé régulier qui se 

déforme ne peuvent apparaître ou disparaître que de deux façons : 

. i ° Par une boucle infiniment petite : tel est le cas d'un limaçon de Pascal , consi

déré comme polaire d'un cercle par rapport à un point, lorsque ce dernier passe de 

l'intérieur à l'extérieur du cercle ou inversement. 

Cette hypothèse est à rejeter ici, car la boucle infiniment petite aurait sa courbure 

infinie, ce que nous avons remarqué être impossible. 

2° Par un biangle infiniment petit, un biangle étant un contour fermé partiel de F p 

qui présente deux points anguleux (sommets du biangle), points doubles de F p : 

par exemple, le contour cle la figure i présente un biangle de sommets m, n. 

Un biangle peut être extérieur, ou intérieur, ou latéral, suivant la nature de ses 

angles aux sommets, nature qui est la même pour les deux sommets si le biangle 

est infiniment petit, et qui ne change pas par une déformation continue. 

Il est impossible que les deux sommets d'un biangle latéral soient les deux seuls 

points doubles du contour (puisqu'on aurait ainsi des boucles latérales). Si l'on enlève 

du contour un biangle extérieur, il reste deux boucles intérieures, et inversement. 

Enfin, dans le cas qui nous occupe, où le contour va toujours en s'étendant et les 

indices toujours en augmentant, un biangle. qui naît ne peut pas être extérieur, et 

un biangle qui disparaît ne peut pas être intérieur. Cela tient à ce que, dans le premier 

cas, la région qui prend naissance doit avoir un indice plus grand et clans le second, 

la : région qui disparaît, un indice plus petit que l'une au moins des régions avoi-

si nan tes. 

12. Cela posé, reprenons la boucle simple extérieure dont nous avons noté l'existence 

pour p très peu supérieur à p„ : 

i ° Si le point double m, sommet de la boucle, ne disparaît pas, et si aucun autre 

point double ne naît sur le contour de la boucle, celle-ci ne cessera pas d'être simple 

et extérieure, De plus, toutes les boucles successives ainsi obtenues seront intérieures 

les unes aux autres, puisque le contour se déplace toujours vers le côté où l'indice 

diminue. 

2° Si, à partir d'une certaine valeur p, > p„, la boucle, jusque-là simple, présente 

deux points doubles ('), ceux-ci ne peuvent naître par biangle latéral (puisqu'ils ne 

pourraient alors être les premiers), ni par biangle extérieur (lequel ne peut que dispa

raître et non pas naître). Ils forment donc un biangle intérieur et donnent, par consé

quent, lieu à deux boucles extérieures. Celle de ces boucles qui ne contient pas le 
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Fig. 2. 

13. Jusqu'à ce point, d'après ce qui précède, notre raisonnement n'est nullement 

un raisonnement par l'absurde. 11 existe des transformations planes, à déterminant 

fonctionne] constamment positif, et pour lesquelles la déformation du contour Tp 

présente les phénomènes que nous venons d'étudier. 

Supposons maintenant que p augmente indéfiniment. Nous aurons une série de 

boucles simples, intérieures les unes aux autres. 11 existera, dès lors, au moins un 

point P du plan des X. t, X s , qui sera intérieur à tous ces contours. 

Or, dans ces conditions, les points d'intersection de ceux-ci avec une droite issue 

de P décriraient sur cette droite un segment (ou une série de segments) de longueur 

finie, correspondant à une augmentation indéfinie de p, contrairement à l'hypothèse. 

La contradiction est donc mise en évidence, et la boucle primitive ne peut prendre 

naissance. 

f 1) La ligne pleine représente la l'orme du contour pour p < p2 et la ligue ponctuée 

cette même forme pour p > p2. 

( 2) Oh peut constater directement que Fp ne peut avoir de boucle simple intérieure. 

Car, comme précédemment, une telle boucle ne pourrait commencer à exister que : 

i ° si elle naît, son sommet apparaissant par un biangle, niais alors ce biangle serait 

intérieur et la boucle extérieure; 3 ° si, une fois formée, elle devenait simple par dispa

rition de points doubles sur son contour, mais cette disparition ne se ferait que par 

biangle extérieur, et supposerait, contrairement à l 'hypothèse, une boucle simple 

i n térieuro préexistante. 

point m (sommet de la boucle primitive) est simple : ce sera elle que l'on considérera 

pour p > p, aux lieu et place de la première. 

3 ° Si, pour une valeur p, > p„, le point double m disparaît, cela ne peut être que 

par biangle latéral (puisque l'angle extérieur en m correspond à une boucle simple). 

Si ce biangle devient infiniment petit , c'est que l'une des branches qui se croisent 

en m, après être sortie de la boucle, y pénètre à nouveau immédiatement (fig. a) ( 1). 

Mais il est clair qu'elle doit en sortir ultérieurement et son point de sortie le plus 

rapproché m, (fig, 2) est le sommet d'une nouvelle boucle simple extérieure ( 2). 

Donc, l'indestructibilité de la boucle simple extérieure est assurée dans tous les cas. 
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(*) Ajoutons que l'unicité peut cesser dès que / pf dp est fini, si lentement que 

14. Le raisonnement précédent serait mis en défaut pour des transformations non 

analytiques, parce que les points doubles pourraient être en nombre infini ou se 

modifier une infinité de fois dans un temps fini. 

Mais on peut le rétablir par des conventions convenables. 

Soit, comme tout à l'heure, p le rayon vecteur, et soit 6 l'angle polaire du plan 

des .ra. Soient a un angle clu premier quadrant pris une fois pour toutes (par 

exemple a = io°), s un nombre positif. Si ce dernier est suffisamment petit [la limite 

supérieure de ce nombre pouvant être assignée lorsqu'on connaît une limite supé

rieure (p) de p] : 

u. Tout point double de fp , correspondant à deux valeurs fJx, 02 de 0, et pour 

lequel les deux branches se coupent sous un angle compris entre a et r.—a, est isolé, 

en ce sens qu'il ne peut, ni sur le même contour TV, ni sur IV/, pour | p •— p' | > S 

exister plus d'un point double correspondant à deux valeurs 0\, 0[, de 9 telles 

que | 0 , — Q\ I < ô, j bt — 0'., I < à, où è est une quantité que l'on peut assigner en 

fonction de (p). 

Le point, doubles en question de V f , correspond à un point double parfaitement 

déterminé de Fp. 

b. Si, au contraire, l'angle au point double est compris entre o et oc, ou entre ir 

et 71 — a, il pourra arriver que, clans un certain intervalle de variation de 0 autour 

cle l'une des deux valeurs de l'angle polaire correspondant à ce point (dépendance du 

point double), les deux branches restent à une distance moindre que s. 

Le point double en question pourra alors appartenir à une séria de points doubles, 

en appelant série un ensemble de points doubles qui sont dans la dépendance les uns 

des autres. 

Toute série (même d'une infinité) de points doubles a d'ailleurs deux points doubles 

extrêmes détermines. El le sera, au point de vue du raisonnement, entièrement assimi

lable à un seul point double ou à deux, suivant quo les deux portions de contours qui 

se croisent changeront ou non de côté l'une par rapport à l'autre au passage clo cette 

série. Dans le second cas, on pourra toujours dire si cette série est assimilable à un 

biangle extérieur, intérieur ou latéral. 

Enfin, on pourra définir les conditions dans lesquelles un point double P' (ou une 

série de points douilles) de Fp> (o < p' — p < s) sera dit dériver d'un point double P 

de Fp (ou d'une série do points doubles). 

Moyennant ces conventions, rien n'empêchera de raisonner comme nous l'avons 

fait pour les transformations analytiques. 

15. Notre conclusion est, c o m m e on le voit , liée cle la manière 
la plus absolue à ce fait que la t r ans fo rma t ion est considérée dans 
le p lan complet ( '). Elle ne subs is te ra i t plus nécessai rement dans 
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/> décroisse, à celte condition près. Il suffira, par exemple, de prendre (eu employant 

la 'même notation que dans la note de la page i48) 0 — xit en choisissant pour R une 

fonction constamment croissante de xL coïncidant, pour les valeurs négatives de a;,, 

avec 

u n e région limitée pa r une ligne quelconque A, à moins que l 'on 
ne possède d 'au t res données ; que l'on ne connaisse, pa r exemple , 
la propr ié té d 'unici té pour les points qui cor respondent à des points 
de A. 

La conclusion est évidente sur la sphère (notre démons t r a t i on 
se confondant alors, comme nous l 'avons dit , avec une démons
t r a t i o n classique). 

P a r contre, elle ne subsiste pas sur les var ié tés mul t ip l emen t 
connexes, telles q u ' u n tore , ou u n cylindre de révolu t ion indéfini. 
Sur ce dernier, pa r exemple , si z et 0 sont (avec le r a y o n a du cylindre) 
les coordonnées semi-polaires, la t r ans format ion 

5 . '— ï 

I> 
9, 7 , ô 

(p é t an t u n entier quelconque) n 'es t pas b iun ivoque , quoique \j. soit 
cons tan t . 

16. Quan t à la possibilité de l ' inversion, elle résul te de considé
ra t ions tou tes semblables à celles qui ont été p r é c é d e m m e n t déve
loppées, mais plus simples encore et presque évidentes . 

Soient O l 'origine des coordonnées de E„, cor respondant , pou r 
simplifier, à l 'origine des coordonnées o de <?„; A un po in t quelconque 
de E„. Joignons OA. Le cercle (7) de centre O in te rcep te sur OA 
u n segment O O t , qui est l ' image d 'un arc de courbe 00, de e„. Le 
cercle (7) de centre O, in te rcepte un segment de 0 , O u , image d 'un 
arc o,o« de e,„ et ainsi de suite. 

Si les points successifs on r es ten t à dis tance finie, les segments ()„(.)« M 

sont tous plus grands q u ' u n e longueur fixe. Mais, dans le cas contra i re , 
nous savons que la ligne O O , 0 2 . . . 0 , , . . . doit éga lement avoir une 
longueur infinie. 
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Donc, en t o u t e hypothèse , l 'un des segments (..)„ O,,.,., comprend 
le poin t A, et celui-ci est l ' image d ' un point de e„. 

17. Remarquons , pour unir , que les hypothèses de dér ivabi l i té 
faites en commençan t sur nos fonctions /,• ne sont nu l l ement néces
saires. Il suffit de supposer ces fonctions continues, et d ' imposer 
les condit ions suivantes : 

A. Tou t point a de e„ est le cent re d 'une sphère cr„ telle que 
deux points dis t incts intér ieurs à cet te sphère ne pu i ssen t avoir la 
même image. 

B . L ' image de tout poin t a de e„ est (dans E„) le cent re d 'une 
sphère telle que tou t point in tér ieur à cet te sphère soit l ' image 
d ' un point in tér ieur à aa. 

C. Une ligne joignant, l 'origine à u n point indéf iniment éloigné 
dans e„ ne peu t avoir pour image une ligne rectifiable et de longueur 
finie de E„. 

Les deux premières reviennent à dire que le résu l ta t que l 'on se 
propose de démont rer est supposé v ra i localement, c 'est-à-dire au 
voisinage d 'un point quelconque. 
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SUR 
L'ITÉRATION ET LES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES 

D E S 

É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S 

{Bulletin de la Société mathématique de France, l. 29, i g o i . ) 

Les t r a v a u x de M. Poincaré on t m o n t r é c o m m e n t une solut ion 
pér iodique d ' un système d ' équa t ions différentielles quelconques 
é ta i t , en général, entourée d ' u n cortège de solutions a sympto t iques . 

Dans cer tains cas, t ou t e so lu t ion suffisamment, voisine de la 
solution pér iodique est pa r cela m ê m e a sympto t i que . Dans, d ' au t res , 
l ' a sympto t i sme n 'a lieu que pou r les t ra jectoires situées sur certaines 
surfaces pas san t p a r la courbe fermée qui sert de po in t de dépar t . 
Pour former les équat ions de ces surfaces, M. Poincaré emploie des 
déve loppements en séries entières, établis en supposan t les équat ions 
données ana ly t iques . 

Il m ' a pa ru intéressant, de t r a i t e r la même quest ion au point de 
vue exclus ivement réel et sans faire in te rveni r l ' ana ly t ic i t é des 
données. J e me bornerai d 'ail leurs a u x cas les plus simples et aux 
résul ta ts les plus immédia t s . 

Le p rob lème revient , comme on sai t , à celui de l ' i t é ra t ion à 
plusieurs variables. Soit donc 

^= f(x, y) ~ax H- by -h. . ., 
yt — cp(x, y) — ex •+• dy -+-... 

une t rans format ion ponctuelle du p lan , conservant l 'origine. Nous 
supposerons que l ' équat ion 
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ai t ses racines s, s' réelles et dist inctes. Alors, m o y e n n a n t un change
m e n t de coordonnées, la t ransformat ion s'écrira 

j j ; , = f(x, y) — s x + F(./', r ) , 
( I > i /.,= <?<>, r)=s'y + . r ) , 

F et <1> é tan t des fonctions dont les déve loppements (formels) 
commencen t par des termes du second degré. Nous a d m e t t r o n s 
que F et <P ont des dérivées partielles dans un cer ta in domaine 
en tou ran t l 'origine, ces dérivées partielles é t a n t cont inues et, en 
part icul ier , t e n d a n t vers zéro avec x et y. Enf in s, supposé plus 
g rand que s' en valeur absolue (l 'égalité é t an t exclue), sera positif 
et plus grand que i. 

Le point (#,, y,) est dit le conséquent de (x, y) et celui-ci l'anté
cédent de (x,, y , ) ; le point (x-,,y2), conséquent de (x,, y t ) , est dit 
le second conséquent de (x, y), etc. 

Une circonférence de r ayon suffisamment pet i t , décri te avec 
l 'origine pour centre , au ra pour conséquente , m o y e n n a n t les hypo
thèses faites sur s et s', une sorte d'ellipse allongée su ivant l 'axe 
des x; celle-ci, aura , à son tour , pour conséquente une courbe de 
forme analogue, mais plus allongée encore, et ainsi de suite. Dès 
lors, il est à présumer que t o u t e la par t ie du p lan e n t o u r a n t l 'origine 
i ra en s 'amincissant indéfiniment et t endra vers une courbe unique. 
C'est ce que nous allons vérifier. 

A cet effet, t raçons , en p a r t a n t de l 'origine, un arc de courbe C 
n o n t a n g e n t à l 'axe des y, arc sur lequel y sera bien dé te rminé 

en fonction de x et p a r t o u t inférieur en va leur absolue à u n 

cer ta in nombre a. 11 est aisé de voir, é t an t données les hypothèses 
faites sur les fonctions / et cp, que la conséquente de la courbe C 
joui ra de la même propr ié té , du moins si l 'on se res t re in t (comme 
nous allons le faire) à un certain domaine D e n t o u r a n t l 'origine. 
Toutes les conséquentes successives seront donc coupées pa r une 
parallèle quelconque à l 'axe des y en un seul po in t et les coefficients 
angulaires de leurs t angen te s et, pa r conséquent aussi, de leurs 
cordes quelconques, seront t ous moindres que a. 

Soit C une seconde courbe rempl issant les mêmes condi t ions que C. 
Si nous coupons ces deux lignes pa r une même droi te x = const., 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. iG.'î 
I y _ y' I 

la différence y — y' sera nulle avec x et le r appor t —— • aura , 

dans le domaine D, un cer ta in m a x i m u m ;x. 

Soient m a i n t e n a n t G,, C, les conséquentes de C et de C ; la 

q u a n t i t é analogue à \J. dé te rminée à l 'aide de C, et de C',. Le r a p p o r t — 

est inférieur à un nombre fixe a plus petit que i , à savoir u n n o m b r e 
\s' I • , 

supérieur d 'aussi peu qu 'on v e u t à ^-y- > si le domaine D a é té pris 
suffisamment restreint . 

Désignons, en effet, p a r Y, Y ' les ordonnées de C et de C corres

p o n d a n t à une même va leur X de l 'abscisse ( X é t a n t supposé 

positif pou r fixer les idées) ; y,, y\, les ordonnées analogues de C, 

et de C ' r Les points (X, y,) et (X, y\) seront les conséquents de 

deux points (x, y) et (x', y') r e spec t ivement situés sur C et s u r C,. 

De l 'hypothèse faite sur C résul te 

( a ) | j | < « * ' , 

et des hypothèses faites sur F et <P 

(3) \X-sx:\<-n(a:+\y\), 

Y) p o u v a n t ê t re pris aussi pe t i t q u ' o n v e u t avec les d imensions du 

domaine D. 

Ces deux inégalités m o n t r e n t que x, et pare i l lement x', sont 
, . X 

t ous deux plus pe t i t s que s _ .n^_^ ay 

Si enfin y'{) est le point cle C', cor respondant à l 'abscisse x, on a 

( 5 ) | y _ y 0 | < a | ^ - a . | . 

D ' a u t r e pa r t , puisque les dérivées de F et (I> sont t ou t e s en va leur 

absolue plus pet i tes que f], on p e u t écrire 

( 6 ) k - ^ ' K r ^ b ' - / ! . 

et, pa r sui te , en v e r t u de (4) et de (5), 

( 6 / ) I r - y ' K < t * x ( ' - - " > . , 
l U > '^ ' a-n [s - -n(i + a)\-' 
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annonce, 
s' 

( 8 ) l , ) V - / , l < F 
s 

£ é t an t l imité en fonction de r ( et de a et t e n d a n t vers zéro avec T|. 
Il est aisé de déduire de là que les conséquentes successives de C 

tendent vers une courbe limite C. Supposons, en effet, que C coïncide 

avec Ci : alors C, ne sera au t r e que la seconde conséquente C s de C. 

Le segment in tercepté , sur l 'ordonnée cor respondante à l 'abscisse X, 

en t re C et C, é t an t plus pet i t que (J.X, celui qui est in te rcep té entre C, 

et Cj, sera plus pet i t que JJ.<JX; celui qui est in te rcep té ent re C a et C», 

plus pet i t que JJ-CT2 X, . . . . Ces segments formeront donc une série 

convergente . 

De plus , la courbe G obtenue est indépendante du choix de la courbe C, 

puisque si C est une au t r e courbe quelconque (issue de l 'origine et 

non t angen te à l 'axe des y), C',, Ci,, C),, ses conséquentes 

successives, le segment in te rcep té sur une ordonnée quelconque 

en t re C„ et C'lt t end vers zéro lorsque n augmen te indéfiniment . 

La courbe C est év idemmen t invar ian te (c 'est-à-dire coïncide 

avec sa conséquente) , et l 'on voit , de plus, que c'est la seule courbe 

inva r i an te qui about isse à l 'origine, s'y compor te régul ièrement et 

ne soit pas t angen te à l ' axe des y. 

On remarquera que ces différents résultats ne supposent nulle

ment \s'\<C 1. Si l 'on a joute cet te nouvelle hypo thèse , il a r r ivera 

que les antécédentes d 'une courbe quelconque issue de l 'origine (et 

non t angen te à l 'axe des x) t e n d r o n t également vers une posit ion 

l imite déterminée C, laquelle sera t angen te à l ' axe des y. 

Les deux courbes (2 et C3' seront alors les l ieux géométr iques , 

l 'une des points dont les an técédents successifs t e n d e n t vers l 'origine, 

l ' au t re des points don t les conséquents successifs t e n d e n t vers 

l 'origine. Ce sont elles qu i in te rv iennen t dans la théor ie des solutions 

asympto t iques . 

puis 

(7 ) H - I - F , -*0'-F)\<rt\*-*\ + H - - Y \ ) - . 

Les inégalités (2) à (7) donnent bien, ainsi que nous l 'avions 



LES 

SURFACES A COURRURES OPPOSÉES 

Dans un Mémoire précédent nous avons appl iqué les considé
ra t ions élémentaires de m a x i m u m et de m i n i m u m à l ' é tude des 
géodésiques réelles sur des surfaces quelconques et considéré, en 
part icul ier , u n cas où les énoncés obtenus p rennen t une forme pa r t i 
cul ièrement simple : celui des surfaces à courbure p a r t o u t posi t ive . 
J e me propose actuel lement de t r a i t e r , en me p l a ç a n t au m ê m e 
point de vue , c 'est-à-dire en r e s t a n t dans le domaine réel et fa isant 
complè tement abs t rac t ion de la n a t u r e ana ly t ique de la surface, 
le cas où la courbure est p a r t o u t négat ive . Dans ce n o u v e a u cas, 
il est possible d 'arr iver à des résul ta t s beaucoup plus complets que 
dans le premier et d 'établir sans difficulté une discussion générale 
des géodésiques. 

Les principes mis en œuvre sont d'ailleurs les mêmes que dans 
le Mémoire précédent , Toutefois, j ' a i reconnu que le t h é o r è m e cle 
Gauss sur les polygones géodésiques est susceptible de remplacer , 
dans la p lupar t des démons t ra t ions , les considérat ions de Calcul 

E T 

LEURS LIGNES GÉODÉSIQUES 

{Journal de Mathématiques, 5 e série, 1. IV, 1H98.) 

t}) Ce Journal, même série, t. III , 1897, p. 33 i -388 , 
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( x) Je t iens ù exprimer toute ma gratitude à M. Brunei, que sa connaissance 

profonde de cette partie de la Science a mis à même de nie. fournir une aide précieuse, 

particulièrement en démontrant le théorème, que, j'invoque au n° 33. • 

différentiel dont je m 'é ta i s servi à cet endro i t ; de sorte que, dans 
presque t ou t e la suite de ce t rava i l , nous disposerons de deux voies 
tou te s deux ex t r êmemen t élémentaires, pour é tabl i r chacune de 
nos proposi t ions. Une seule théorie exige d 'ê t re approfondie d 'une 
façon spéciale pour servir de base au t ravai l ac tuel : c'est VAnalysis 

situs ( ' ) , laquelle, ainsi qu 'on devai t s'y a t t e n d r e après la lecture des 
t r a v a u x de M. Poincaré , joue un rôle essentiel dans t o u t ce qui v a 
suivre. 

Si la méthode employée est simple, par cont re les résul ta t s 
auxquels nous pa rv iendrons sont compliqués, ou du moins, t rès 
différents de ceux que l 'on est hab i tué à rencont re r . C'est cet te 
complicat ion même qui est instruct ive, en m e t t a n t en évidence ce 
q u ' a d 'exceptionnel la simplicité des discussions ob tenues pa r l ' inté
gra t ion directe, dans les cas où elle est possible, et en m o n t r a n t 
combien ces discussions simples donnent une idée fausse de ce qui 
se passe dans le cas général . 

I. — FORME GÉNÉRALE DE LA SURFACE. 

NAPPES I N F I N I E S ÉVASÉES ET NON ÉVASÉES. 

1. Les surfaces que nous considérerons seront supposées dépourvues 
de singularités à dis tance finie. Une telle surface est divisible en 
régions empié tan t les unes sur les autres de maniè re que t o u t poin t 
de la surface soit in tér ieur au moins à l 'une d ' en t r e elles, et telles 
que les points d 'une quelconque de ces régions aient leurs coordon
nées cartésiennes exprimables à l 'aide de deux pa ramè t r e s a, ß et 
cela régulièrement, c 'est-à-dire par des fonctions cont inues et déri-
vables au moins j u s q u ' à u n ordre dé terminé , les dé t e rminan t s fonc
t ionnels 

D ( . r , a) D ( 8 , ai) ï)(x,y) 

. ß ) ' L V , ß ) ' L H « , ß) 

n ' é t a n t pas tous nuls . Cet te dernière condi t ion rev ien t d 'ai l leurs à 
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celle-ci : q u ' a y a n t mis l 'é lément l inéaire sous la forme 

E ch} - f - •>. F du dp H- G dp'1, 

la quan t i t é E G — F- doit ê t re différente de zéro. 

Aux pa ramèt res oc, ß on p e u t d 'ai l leurs subs t i tuer d ' au t res para
mèt res a,, ß, donnés pa r les relat ions 

(0 a = cp(a.,, ß , ) , ß = 4.(«„ ß i ) , 

p o u r v u que, dans la région considérée, les fonctions <p et <\i soient 
cont inues et dérivables, le d é t e r m i n a n t fonctionnel de (a, ß) p a r 
r a p p o r t à (x,, ß,) é tant différent de zéro : condit ion qui sera vérifiée 
si, en r emplaçan t a, ß pa r leurs va leurs ( i) dans l ' é lément l inéaire, 
de manière que celui-ci p renne la forme 

E, da] + a F., da, riß., -4- G., dp'], 

le nouveau discr iminant E, G, —-F? est différent de zéro j pu isqu 'on 

D(«,ß) 
d EG — F 3 

Rappelons que, dans ces condit ions, si oc',01, ß,"1 sont les va leurs 
de a,, ß , , correspondant aux va leurs a1"1, ß"" de a, ß, à t o u t sys tème 
de valeurs a, ß suffisamment voisines de a',1", ß',"1 cor respondra ' u n 
sys tème de valeurs de a, , ß, t r è s voisin de a'"1, ß',0' et un seul; de 
sorte que si l 'on fait varier le po in t (a, ß) con t inûmen t sur u n chemin 
dé terminé , compris tou t entier dans la région, les quan t i t é s a , , ß, 
va r i e ron t aussi con t inûment et seront déterminées sans ambigu ï t é 
pa r cet te condit ion, en u n point quelconque de ce chemin (en suppo
san t données leurs valeurs in i t ia les) ; et si, de plus, a, ß sont déri
vables pa r r a p p o r t à la var iable don t ils dépendent , il en sera de 
même de a ( , ß , . 

2. Nous ne supposons pas , d 'ai l leurs, que nos surfaces soient 
algébriques ni même ana ly t i ques ; toutefois nous ferons, chemin 
faisant, sur la forme générale de ces surfaces, des hypothèses simples 
qui sont toujours vérifiées sur les surfaces algébriques. 

3. E n outre , nos surfaces seront à courbure p a r t o u t néga t ive : les 
points de courbure nulle, s'il y en a, seront isolés et en n o m b r e fini, 

TIAI>AMAIII>, — juritui, 2 2 
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de sor te que l 'on p o u r r a p r end re un n o m b r e positif £ assez pe t i t 
pour que , dans une por t ion limitée quelconque de la surface, la 
courbure soit p a r t o u t plus pe t i t e (a lgébr iquement) que. — s, à l 'excep
t ion d 'un certain n o m b r e d'aires dont t ou te s les dimensions seront 
inférieures à une q u a n t i t é donnée quelconque. On ver ra , d 'ai l leurs, 
a i sément que nos théorèmes f o n d a m e n t a u x subs is ten t dans des 
condi t ions un peu plus générales; il peut exister certaines lignes de 
courbure nulle ou même des régions où la courbure est posi t ive, 
pou rvu que ces régions soient suffisamment res t re in tes et que la 
courbure y soit suffisamment pet i te . 

4. A l ' inverse des surfaces à courbure posi t ive et non inf iniment 
pe t i t e , lesquelles sont toujours fermées, les surfaces dont il est 
ques t ion actuel lement ont nécessairement des nappes infinies. Ce t t e 
proposi t ion s 'établi t i m m é d i a t e m e n t en r e m a r q u a n t que si la 
coordonnée x, pa r exemple , avai t un m a x i m u m ou un m i n i m u m en 
u n po in t de la surface, la courbure en ce po in t serait posit ive ( ') . 

5. Plus généralement , on voit que, pour une por t ion limitée quel
conque S' de la surface, le m a x i m u m et le m i n i m u m de la dis tance à 
u n p lan déterminé quelconque ont lieu, sur les contours limites, de 
sor te q u ' u n plan ne p e u t couper S' sans couper ceux-ci. 

Cet te remarque , qui présente une certaine analogie avec les faits 
qui se rencont ren t dans la théorie des fonctions ha rmon iques , 
pa ra î t imposer à la forme des surfaces à courbures opposées, des 
lois assez précises. Nous atirons à l 'utiliser un peu plus loin. 

6. Il est in téressant de r emarque r que l 'existence de nappes infinies 
peu t également s 'é tabl i r en p a r t a n t de la re la t ion de Gauss-Bonnet 

(3) f*-fî=ffm-
R a p p o r t o n s à cet effet la sphère de rayon i à u n sys tème de méri-

( 1) Le raisonnement semble être mis en défaut par les points de courbure nulle. 

Il est aisé de voir que le m a x i m u m ou le minimum ne peuvent avoir lieu môme en 

ces points, du moins qu'ils sont isolés. 
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diens et, de parallèles de pôles a, a' (ces pôles n ' a y a n t poin t de s i tua
tion exceptionnelle par r appor t à la représenta t ion sphér ique de la 
surface considérée); si nous entourons les points a, a de deux para l 
lèles infiniment pet i ts s, s', ces parallèles serviront de représen ta t ion 
sphér ique à un certain nombre de courbes t rès pet i tes S ( , S s , . . ., S„, 
en tou ran t a u t a n t de points A.,, A a , A„ de la surface donnée ; 
soit Ii ce qui reste de la surface donnée quand on enlève les pe t i tes 
aires intérieures aux courbes S,, S 3 , S„. En t o u t po in t de 2 , 
nous prendrons , suivant la mé thode de M. Da rboux , un t r ièdre 
a t t aché à la surface, en lui d o n n a n t pour axe des x la t a n g e n t e 
correspondant à la t angen te parallèle au parallèle sphér ique , c'est-
à-dire la conjuguée de la t a n g e n t e parallèle à la t a n g e n t e (T) au méri
dien sphérique. Si la courbure est p a r t o u t négat ive et non nulle, nous 
aurons ainsi un t r ièdre mobile vérif iant , sur t o u t e la surface S, les 
conditions moyennan t lesquelles a lieu la relat ion (2). Or, en appli
q u a n t celle-ci à l 'aire S, nous devrons faire d 'abord J'dw = o, sur 
tous les contours limites, pu i sque la t a n g e n t e en chaque point de 
ceux-ci est l 'axe des x du t r ièdre correspondant . D ' a u t r e p a r t , 

—» prise le long d 'un contour infiniment pe t i t te l que S,-, 
Pi? , , 

considéré comme l imitant l 'aire S, est a p p r o x i m a t i v e m e n t égale à 

-j- é tendue à la project ion d 'une aire inf iniment 

pe t i te sur son plan t angen t , c 'est-à-dire à — 2 ri . L ' équa t ion (2), 

où le premier membre est positif et le second négatif, me t alors en 

évidence la contradict ion. 

7. Re la t ivemen t aux nappes infinies dont nous venons de cons ta te r 
l 'existence, nous allons faire une des hypothèses que nous avons 
annoncées au n° 2. 

Soit encore S' une par t ie finie de la surface, l imitée pa r certaines 
courbes fermées C,, C a , . . C„. Nous supposerons que, si ces courbes 
ont été convenablement choisies, on peut les faire varier continûment 
de manière à les éloigner toutes à l'infini (par conséquent à faire 
t end re S' vers la surface entière S), sans que, dans cette variation, 
la surface S' cesse de rester identique à elle-même, au point de vue de 
la Géométrie de situation. 

Il est clair que, dans ces condi t ions, ce qui reste de S après enlève-
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m e n t de S', se compose (du moins si les courbes C on t été convena
b l emen t choisies) de n par t ies infinies i ndépendan te s ent re elles, les 
nappes infinies, chacune de ces nappes é t an t l imitée pa r une des 
courbes G et p o u v a n t être considérée comme engendrée pa r le mouve
m e n t de cette courbe lorsque, p a r t a n t de sa posi t ion init iale, elle 
s 'éloigne à l'infini. 

Moyennan t l ' hypo thèse précédente , nous pour rons appl iquer à 
no t re surface Y Analysis situs ordinaire, les propr ié tés topologiques 
de S é t an t , par définition, celles cle la surface S' à u n m o m e n t quel
conque cle sa var ia t ion . 

8. E n part iculier , une n a p p e infinie devra ê t re considérée, au 
po in t de vue topologique, comme limitée, d ' une p a r t pa r la courbe C 
cor respondante dans sa posit ion première ; d ' a u t r e p a r t , pa r ce t te 
même courbe clans une posi t ion t rès éloignée. Nous no te rons ce fait, 
essentiel pour la sui te , q u ' u n e telle aire a son ordre de connexion 
égal à 2. Elle équ ivau t , pou r la Géométr ie de s i tua t ion , à u n e 
couronne circulaire. 

On voi t , cle plus, q u ' à chaque nappe infinie correspond un bord de 

la surface ('). 

On connaî t certaines surfaces à courbures opposées pour lesquelles 
l 'hypothèse du n° 7 n 'es t pas vérifiée. Telle est, pa r exemple , la 
surface min imum de Neovius ( 2 ), qui p résen te une infinité de t rous 
équid is tan ts les uns des au t res dans trois direct ions rec tangula i res . 
Nous écarterons de telles surfaces, auxquel les , d 'ai l leurs , la théor ie 
qui va suivre pour ra i t sans doute se généraliser sans t r o p de difficulté. 

9. La représenta t ion sphér ique de S se composera en général de 
plusieurs feuillets. Elle sera topolog iquement équ iva len te à S si 
celle-ci est à deux côtés, puisqu ' i l y aura ent re elles correspondance 
un ivoque , 

La courbure g a r d a n t u n signe invar iable , les feuillets (ainsi que 

( x) Il est bien entendu que nous n'établissons aucune connexion entre deux nappes 

infinies qui se rejoindraient si l'on ramenait le plan de l'infini à distance finie par 

une transformation homograpliique. Ainsi, à notre point de vue , la surface gaucho 

de révolution sera dite avoir deux nappes infinies. 

( 2) Helsingfors, 1883. 
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cela arr ivai t déjà dans le cas de la courbure positive) ne se raccor
deront par aucun pli ni aucun au t r e mode de connexion, te l que 
les aires changent de sens quand on passe d 'un feuillet à l ' au t re . 
Ils ne présenteront même aucun raccordement ni aucune au t re 
singulari té t a n t que la courbure sera négat ive . Il n ' en sera pas de 
même si la courbure s 'annule en certains points par t icul iers : pa r 
exemple, si en un point 0 (supposé, bien entendu, non singulier sur 
la surface), les deux courbures s ' annulent , il est aisé de voir q u ' à 
ce poin t correspond, pour la représenta t ion sphérique, u n e ramifica
t ion r iemanienne . 

10. À chaque bord C de la surface limitée S' cor respondra u n 
bord c de la représentat ion sphér ique. Mais il y a plus : si le nombre 
des feuillets de cette représen ta t ion sphérique est fini (ce qui lui 
assigne une aire finie), elle a un bord bien dé terminé cor respondant 
à chaque nappe infinie de la surface illimitée S. Car, pu isque le 
signe de la courbure est invar iable , si la courbe C va toujours en 
s 'éloignant, l 'aire limitée p a r c i ra toujours en s ' é t endan t : cet te 
courbe coupera donc une ligne quelconque en des poin ts qui se 
déplaceront dans un sens invar iab le sans pouvoir s 'éloigner indéfini
men t . Elle t endra , par conséquent , vers une courbe l imite ß. 

Celle-ci peu t d'ailleurs fort bien se réduire à u n po in t : c 'est ce 
qui arrive, pa r exemple, pour une surface de révolu t ion don t la 
méridienne a une direction a s y m p t o t i q u e perpendiculai re à l ' axe . 

L 'aire sphérique délimitée pa r la courbe c a y a n t une l imite, il 
en est de même pour l ' intégrale 

C — 
J Pr

é tendue à la courbe C, sur la surface donnée. 

11. On obt ient des relat ions don t l ' é tude présentera i t peu t -ê t r e 
quelque in térê t en prenant pour direct ion de l 'axe des x du t r i èdre 
mobile, considéré au n° 6, la direct ion de la t a n g e n t e (T) au mér idien 
sphér ique et non la direction conjuguée. Rien ne sera changé dans 
les diverses quant i tés qui figurent dans la relat ion (2), à l ' except ion 
de l 'angle co qui est changé en ua au t r e angle Si l 'on r e t r anche 
m e m b r e à m e m b r e la nouvel le re la t ion ainsi obtenue de la p r imi t ive , 
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d) — OJj ) = O , 

l ' in tégrale é tan t é tendue , d 'une par t aux contours inf iniment 
pe t i t s S,, S ä , S,„ don t il a été cpuestion au n° 6, d ' au t r e p a r t 
a u x nappes infinies. 

Cet te équat ion ne cont ient év idemment que des nombres entiers, 
chaque intégrale é t an t un mul t ip le de 2 it, puisqu 'e l le exprime la 
va r ia t ion de l 'angle que fait la t angen te (T) avec sa conjuguée. 

Le long de chaque contour S/, cette va r ia t ion est égale à —l\ .ri , 
puisque la t a n g e n t e à ce contour tou rne de •— I T . et que la t a n g e n t e (T) 
t o u r n e en sens contra i re de la première. 

On voi t que la conclusion serait t ou te différente si, au point A,-, 
la courbure étai t posit ive. Alors, en effet, les deux t angen te s tourne 
ra ien t dans le même sens et la var ia t ion serait nulle. Si donc on 
app l iqua i t la formule (3) à une surface à courbure de signe var iable , 
il n ' y aura i t à t en i r compte que des contours S/ t racés au tou r de 
poin ts où la courbure est négat ive . Mais, pa r cont re , il conviendrai t 
d 'a jouter des t e rmes cor respondant à cer tains po in ts de courbure 
nulle , ceux pour lesquels la direction de courbure nulle est parallèle 
à (T). On constate a isément que les points parabol iques doivent être 
divisés en deux classes et qu ' à chaque point où une direction de 
courbure nulle est parallèle à (T) correspond, dans le premier m e m b r e 
de la formule (3), le t e r m e ± 2 tc, su ivant la classe à laquelle appar 
t i en t ce poin t . 

Des te rmes addi t ionnels doivent également être in t rodu i t s clans 
la formule si la représen ta t ion sphérique présen te les s ingulari tés 
indiquées au n° 9. 

12. Les remarques des n o s 9-11 ne nous seront pas nécessaires 
au point de vue de la théor ie des lignes géodésiques. 11 n 'en est pas 
de même d 'une dis t inc t ion essentielle qu' i l nous reste à établir 
re la t ivement à la forme des nappes infinies. 

Considérons encore une telle nappe comme engendrée pa r le 
déplacement d 'une courbe mobile C. E n général , quelle que soit la 
loi de var ia t ion de ce t te courbe sur la surface, sa longueur to ta le 
augmen te ra indéfiniment à mesure qu'elle s 'éloignera. C'est ce qui 
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(!) Cette série de positions n'est pas nécessairement continue : nous n'excluons 

pas l 'hypothèse où la courbe C, dans son mouvement , aurait tantô t une longueur 

très grande et tantôt une longueur finie. Il apparaîtra que. cette hypothèse est 

inadmissible. 

a lieu pour les nappes infinies du parabolo ïde hyperbol ique , de l 'hy-
perboloïde à une nappe , de Palysséide, etc . De telles nappes infinies 
seront dites évasées. 

Au contrai re , nous n o m m e r o n s nappes non évasées celles sur 
lesquelles on peut faire occuper à la courbe C une série de posi t ions 
cle plus en plus éloignées dans chacune desquelles son pé r imè t re 
res te inférieur à une limite dé te rminée ( '). Telle est, p a r exemple , 
une surface de révolut ion d o n t la méridienne a u n e a s y m p t o t e 
parallèle à l 'axe. 

13. Dans l 'exemple précédent , on voi t qu' i l existe u n e direct ion 
a sympto t ique . La remarque fondamen ta l e du n° 5 va nous p e r m e t t r e 
de mon t re r qu'i l y a là u n fait général . 

Soit, en effet, C„ la posi t ion p r imi t ive de la courbe C, 

C , ( v = i , a, . . . , oo) 

la même courbe dans une série de posi t ions, t rès éloignées pour v 
t rès grand, telles que les longueurs des courbes C v soient t ou t e s 
inférieures à une même q u a n t i t é donnée . 

Plus généra lement , il nous suffira de supposer que l 'angle m a x i m u m 
sous lequel une courbe G, est vue de l 'origine soit nu l p o u r y infini. 
Dans ces condit ions, en effet, il exis tera au moins u n e direct ion o 
telle que la droi te joignant l 'origine à un point que lconque de G, 
fasse avec o u n angle plus pe t i t q u ' u n angle quelconque d o n n é Y], 
et cela pour une infinité de va leurs (convenablement choisies) de v, 
valeurs que nous considérerons à l 'exclusion des au t res . Met tons 
que ce t te direction soit la ver t icale ascendan te . 

Soit P un cyl indre vert ical convexe qui cont ient C 0 à son in té r ieur ; 
nous le l imiterons pa r une section droi te qui laisse G, en dessus et 
nous ferons t o u r n e r chaque p lan t a n g e n t au cylindre, a u t o u r de 
son intersect ion avec le p lan de section, d ' un angle t r è s p e t i t s, 
vers l 'extér ieur . La courbe C„ sera du m ê m e côté que T p a r r a p p o r t 
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à chacun des plans ainsi obtenus, et il en sera de même de la courbe G, 
pour T| > e. Donc la nappe infinie est d 'un seul côté d 'un quelconque 
de ces plans et, comme ceci o lieu quelque pet i t que soit z, toute la 
nappe infinie est intér ieure à V : o est donc une direction asympto
t ique. On peut même ajouter que les cylindres ve r t i caux convexes, 
circonscrits aux positions successives de la courbe C, sont tous 
intérieurs les uns aux autres , de sorte qu'ils t enden t vers une position 
l imite. 

En particulier, si les projections horizontales des C, sont des 
courbes convexes, il y a un cylindre a sympto t e . 11 est probable que 
le même résul ta t doit pouvoir se démontrer lorsque ces projections 
présentent des arcs concaves. 

14. Il en est de même pour une propr ié té voisine, mais qui 
concerne le plan t angen t . 

Soient (C) une section horizontale de la n a p p e infinie non évasée, 
M un point de (C) situé sur le contour convexe de la courbe, c'est-
à-dire tel que la t angen te (t) en ce point laisse t o u t e la courbe d 'un 
seul côté que nous appellerons, pour abréger, le côté intérieur. 

Le plan vertical V qui proje t te hor izonta lement (t) coupera néces
sairement C u (puisque le point M est intér ieur à t o u t cylindre vertical 
convexe contenant cette courbe), et la t angen te (t) divise ce p lan 
en deux demi-p lans , l 'un Y' inférieur, l ' au t re V" supérieur. Nous 
ferons tourner le demi-plan V autour de (t), vers l 'extérieur, d ' un 
angle tel qu'il v ienne à toucher C 0 et le plus grand possible d'ailleurs : 
cet angle sera évidemment très peti t si la courbe (C) a été prise t rès 
éloignée. Le plan P ainsi ob tenu laisse d 'un seul et même côté les 
courbes (C) et C„ et pa r suite aussi t o u t e la por t ion de surface 
comprise entre elles, Donc le demi-plan t a n g e n t inférieur en M 
[nous voulons dire la por t ion du plan t a n g e n t en M située au-dessous 
de (t)] est, par r appor t à P , du côté intér ieur . 

Mais, d 'au t re pa r t , le demi-plan t angen t supérieur est, comme nous 
le savons, à l ' intér ieur de V". 

Donc le demi-plan t a n g e n t inférieur est compris dans le dièdre V ' P 
et, pa r conséquent, l'angle de ce plan avec la verticale tend vers zéro. 

Il ne para î t pas dou teux que ce fait ne subsiste même lorsqu 'on 
choisit le point M sur une par t ie r e n t r a n t e de (C). E n tou t cas, 
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l1) DAKBOUX, Leçons, Livre V 
H A O A M A H I I . — J U B I L l i , 23 

nous pouvons adme t t r e qu' i l en est ainsi ; cette hypo thèse est une 
de celles que nous nous sommes réservé le droit de faire, puisque , 
sur une surface algébrique, l 'angle du plan t angen t avec la droite 
qui jo in t l 'origine au point de con tac t t end vers zéro. 

Le bord de la représenta t ion sphér ique , cor respondant à une nappe 
infinie non évasée, se compose d 'un grand cercle ou d 'une série 
d 'arcs a p p a r t e n a n t à un même grand cercle. 

15. Il résulte de là que la l imite vers laquelle t e n d (n° 10) Fin-

/
ds 
y prise le long de la courbe C, lorsque celle-ci s'éloigne 

indéfiniment, est nulle. 

Pour le voir, on p rendra comme courbes C les sections horizon

tales . Dans l 'expression —• = '•—• sin er ('), l 'angle ci, compris ent re la 

normale en un point M de C et le p lan horizontal , n 'es t au t re que 
la h a u t e u r (au sens as t ronomique du mot) de la représen ta t ion 

sphér ique m de M, pendan t que le facteur -j- est égaf à F angle élémen

ta i re dont t ou rne la t a n g e n t e hor izontale à la surface, c 'est-à-dire 

à la var ia t ion élémentaire de l ' az imut 0 du point m . 

L'intégrale J est donc égale à J sinraiiÛ, c 'est-à-dire à l 'aire 

comprise entre la courbe c et le g rand cercle hor izonta l , aire qui est 
inf iniment pe t i te clans les condit ions actuelles. 

Les nappes non évasées se p résen ten t dans la théorie actuelle 
comme un cas singulier, une sorte de cas limite offrant des par t i 
cularités et des difficultés analogues à celles qu ' in t rodu i sen t les 
racines mult iples de l 'équat ion caractér is t ique dans la réduc t ion des 

/
' ds 
— est 
Pn 

nulle, on doit les considérer comme a y a n t une géodésique fermée 
rejetée à l'infini. 

16. La n a t u r e de la surface, au po in t de vue de la Géométr ie de 
s i tua t ion , dépend, comme on sai t , du nombre des bords (c 'est-à-dire, 
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o, o „ . . . ô „ ' 

où (k é tant une constante) les quant i tés o,, o 2 , . . ., o,„; o\, o. 
sont les distances du point (x, y), projection d 'un point quelconque 
de l'espace sur un plan horizontal pris comme l 'un des plans coor
donnés, à a u t a n t de points fixes P , , P 2 , . . . , P,„; P , , P'„, P", 
cle ce plan. Cette surface est à courbures p a r t o u t opposées, car le 
second membre est la par t ie réelle d 'une fonction de la var iable 
complexe x -j- iy; elle a d'ailleurs m -+ n -f- i nappes infinies, 
dont m dirigées du côté des z positifs, n du côté des z négatifs, et 
une s 'é talant dans le sens horizontal. Pa r exemple, la surface 

14') ; = A-loS|,, 

correspondant à m = n = i, a la forme générale représentée par la 
figure i. Elle possède un plan cle symétr ie , le plan vertical mené 
par P P ' ; un axe de symétrie , . la perpendiculaire au milieu de P P ' et 
un centre de symétr ie . À ce dernier point correspond, sur la sphère, 
un point (.) qui est une ramification r iemanienne de la représenta t ion 
sphérique (9); effectivement, celle-ci se compose de deux feuillets 
correspondant aux deux moitiés de la surface, séparées l 'une de 
l ' au t re pa r l 'axe de symétr ie et qui se croisent su ivant l 'arc de grand 
cercle qui va du pôle supérieur au point O ; elle présente trois bords , 
l 'un (correspondant à la nappe horizontale) const i tué pa r un contour 
infiniment pet i t t o u r n a n t deux fois au tou r du pôle supérieur, les 
deux autres t racés, dans chacun des feuillets, su ivant le grand cercle 
horizontal . 

Les nappes infinies verticales ne sont pas évasées; si l 'on désirait 

pour nous, des nappes infinies) et du nombre des trous, caractérisés 
pa r les contours fermés qu 'on peut t racer sur elles sans la démembrer . 

Les surfaces à courbures opposées généralement connues ont 
toutes leur ordre de connexion égal à i (paraboloïde hyperbolique) 
ou à 2 (hyperboloïde à une nappe). 

Mais on peu t former des surfaces à courbures opposées ayan t u n 
nombre quelconque de nappes infinies. Telles sont, entre autres , les 
surfaces représentées pa r des équations du t y p e 

(f\) 3 = A logy- jr 
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nappes situées d 'un même côté du plan hor izontal se rencontre
r a i en t ; mais ceci ne const i tue pas une singulari té de n a t u r e à empê
cher nos ra isonnements d 'ê t re valables : il suffira de regarder comme 
ent ièrement indépendantes l 'une de l ' au t re les nappes qui se croisent. 

17. Un cas limite de la surface (4') est év idemmen t la su ivan te : 

(5) s =r / ' - '—- = partie réelle d e — • 

.-/••-•+• r- 1 iy 

Mais cet te dernière peu t être envisagée à u n po in t de vue t o u t 
différent : son équat ion résul te , en effet, de l 'é l iminat ion de u en t re 
les relat ions 

(6 ) cci + y i = œn, 

dont la première (x, y, u é t a n t comme des coordonnées cartésiennes) 
représente u n cône, c 'est-à-dire une surface de courbure nulle. Ceci 
conduit à envisager, plus généra lement , la surface résu l t an t de 

qu'elles le devinssent, il suffirait d ' augmente r le r ayon de chaque 
section horizontale d 'une q u a n t i t é proport ionnel le à z1' (p é t an t un 
nombre impair) sans changer le centre de cette section. La même 
opérat ion pourra i t s 'appl iquer à la surface plus générale (4); les 
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l 'élimination de u entre les relations 

i 8 ) n — fi./-, , r i . 

111 ) .- = 9 i m. 

Si l'on désigne, comme d'ordinaire, par p, q, r, s, l les dérivées 
premières et secondes de z, par p', q', r', .<?', t' les dérivées corres
pondantes de il vient aisément 

/•/ — s' — i / • ' / ' • a'- 1 9 ' * - f - 9 ' 9 * 1 rV/ ' 1 •i.s'p'q'-\- t'p"1 ) ; 

par conséquent on voit que la surface considérée est à courbure 
négative, si : i° la surface (8) est à courbure mule ou néga t ive ; 2 0 la 
courbe plane représentée par l 'équation u = const, tourne pa r tou t 
sa concavité du coté des u croissants ou du côté des u décroissants, 
su ivant que la fonction cp' est elle-même croissante ou décroissante 
en valeur absolue, c'est-à-dire suivant que la courbe représentée 
(en coordonnées rectilignes z et u) par l 'équat ion (9) tourne sa 
concavité du côté des u négatifs ou du côté des u positifs. 

Si, p a r exemple, la fonction u = f(x, y) est celle qui est définie 
pa r l 'équat ion (6), les courbes u = const, t ou rnen t leur concavité 
vers les u décroissants en valeur absolue. Il suffira donc que l 'équa
tion (g) représente une courbe t ou rnan t p a r t o u t sa convexité vers 
l 'axe 11 — o; nous pourrons , par exemple, d 'une infinité de manières, 
prendre 

u = Ris,), 

R é tan t une fraction rationnelle convenablement choisie. La surface 
algébrique ainsi obtenue aura au tan t de nappes infinies que la 
fonction R a de discontinuités, plus deux ; et tou tes ces nappes 
seront évasées si cette fonction devient infinie en même temps que z. 

La surface aura, il est vrai , une ligne de courbure nulle. On fera 
disparaî tre cet inconvénient en déplaçant chaque section z = const, 
parallèlement à l 'axe des x, d 'une quan t i t é égale à une fonction 
convenablement choisie de z. 

1.8. Nous venons d 'obteni r des surfaces à courbure négat ive présen
t a n t un nombre quelconque de nappes infinies; le procédé su ivant 
va nous fournir, au contraire, des surfaces offrant un nombre plus 

.ou moins grand de t rous . 
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qui se coupent su ivant une hyperbole . La par t i e de la surface UV> = £ 
située, dans la région U > o, V > o est à courbure négat ive . Sa 

Soient U — o, V = o les équat ions de deux surfaces à courbures 
opposées. L 'équat ion 

représente une surface composée de deux surfaces part iel les , l 'une 
située dans la région U > o, V > o; l ' au t re dans la région U < o, 
V < o. Comme nous n 'avons à nous occuper ici que de surfaces 
connexes, nous ne considérerons qu ' une seule de ces deux surfaces 
pax'tielles : la première, p a r exemple , et même une par t i e connexe 
de cet te première. Nous aurons ainsi u n e surface qui sera év idemment 
à courbures opposées en t o u t po in t si tué à dis tance finie et non dans 
le voisinage d 'une courbe d ' in tersec t ion des deux surfaces pr imit ives , 
et que l 'on pourra même supposer à courbures opposées à l'infini 
en p renan t , au besoin, pour s, non pas une cons tan te , mais une 
fonction toujours positive et d i m i n u a n t plus ou moins r ap idemen t 
lorsque x, y, z a u g m e n t e n t ; p a r exemple 

" ( X - - 1 - r ' - - t - .s- -i- i V ' 

vi é t an t une constante t rès pe t i t e . 
Parei l lement , si les surfaces U = o, V = o ont des points de 

courbure nulle, on fera figurer dans £ ou dans r, u n fac teur s 'annu-
lant en ces points ainsi que ses dérivées, j u squ ' à un ordre conve
nable . 

Reste le voisinage d 'une courbe d ' intersect ion des deux surfaces 
primit ives. On constate a i sément que la courbure de la surface (10) 
reste négat ive même aux environs d 'une telle courbe, si celle-ci 
tourne sa convexité vers la région U > o, V > o, c 'est-à-dire si sa 
t angen te passe dans cette région. 

Considérons, par exemple , les deux hyperboloïdes 

T , ( . ' • — - & • ) ' >''-
l . ; - f - 7 ; 

U'- «-

V œ _ _ _ _ _ n- V 
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On obtient un résul ta t analogue en associant la surface 

3 = /, JogOj a., . . . om 

[cas particulier de la surface (4)] avec sa symétr ique pa r r appor t 
à un plan parallèle au p lan des xy et de z positif. On a ainsi deux 
nappes infinies et m — 1 t rous . 

Enfin, on peu t obteni r un nombre plus élevé de nappes infinies, 
jointes à des t rous , en combinan t la surface 

ô' 

avec ses symétr iques successives par r appor t à u n certain nombre 
de plans parallèles. 

forme générale, est représentée figure 2 ; elle a deux nappes infinies 

et un t rou. 
En associant de même un nombre quelconque d 'hyperboloïdes 

égaux ayan t un axe t ransverse suivant une même droi te , on aura i t 
une surface à un nombre quelconque de t rous , avec deux nappes 
infinies. -

Fig. 2 . 
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D " = p £cos2/;cp (ïp- — P'P'~ • .. 11 -+- J - ~ sin- ip® 

d'où 

D D " — D ' 3 _ - , 
v-

COS- 2/0 CO ( 3/>ä
 — l ) 

— i—'— cos2/>cp s in ä a/?9 — —p— sm-2/;cp 

— [//2 si n 3 2 p cp H- ( 2 /J2 — 1 ) cos'- zp cp J. 

(x) Procès-verbaux des Séances de la Société des Sciences physiques el naturelles 
de Bordeaux, séance du !\ mars 1897. 

(2) Leçons sur la Théorie des surfaces, Livre V, Chapitre II, et Livre VII , Chapitre III. 

19. On obt ient encore une surface à courbures opposées et à plus 

de dt ÎUX nappes infinies en p a r t a n t , comme l'indique. M. Brunei ( '), 

de Phyperboloïde de révolut ion à une nappe, coupan t ce t te surface 

pa r les différents plans qui passent pa r un d iamèt re dé te rminé Oy 

du cercle de gorge et faisant t o u r n e r chaque section, a u t o u r de O y , 
d 'un angle égal à la moit ié de l 'angle cp que fait son plan primitif 

avec le p lan equatorial . 

Plus généralement , au lieu de diminuer l 'angle que fait u n e 

section quelconque avec le p lan equator ia l dans le r a p p o r t de i à 2, 

on peu t d iminuer ce même angle dans le r a p p o r t de 1 à p (p en t ie r ) ; 

la nouvelle surface ainsi ob tenue est représentée p a r a m é t r i q u e m e n t , 

en fonction de <p et d 'un r a y o n vec teur p, pa r les formules 

x — p sin o, 

..)'*= a--h p- cosa/>cp, 

z ~ p cosep. 

L'équa t ion du plan t a n g e n t sera 

(dx sin cp -+- ds cos o) cos 9.p cp -+- p(ds tinf— dx cosep ) sin ?,y;cp — y- — o, 

et les quant i tés D, D ' , D " de Gauss ( 3) pour ron t ê t re prises égales à 

cosawcp f p- \ «2cos2«cp 
I ) — _ _ L [ — .L_ c o s y p m — _ _ _ , 

p \ y- ~rj p y . 
. / p1 \ a-p sina/jcp 

D ~p sin 2/;cp I 1 — L-~ cos 3 p cp j — — ;——- i 
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(*) Ce Journal, année 1866. Comme le fait M. Jordan, nous supposerons, pour 
simplifier, nos surfaces à deux côtés. 

La surface est donc à courbures p a r t o u t opposées. Elle admet 
comme seuls points singuliers (à distance unie) les points x = z = o, 
y = ± « ; mais, ainsi qu 'on s'en assurera sans difficulté, ces singu
larités ne sont point de na ture à empêcher la val idi té des raisonne
ments qui vont suivre. Enfin, cette surface possède 2 p nappes 
infinies. 

11. CONSIDERATIONS D ' A N A L Y S I S SITUS. 

20. Ayant reconnu, dans les numéros précédents , l 'existence de 
surfaces à courbures opposées et à connexion quelconque, nous 
avons à rappeler les principes qui. gouvernent l 'é tude des lignes 
tracées sur de telles surfaces : principes posés pa r M. Jo rdan dans 
un Mémoire bien connu ('). 

Nous dirons que deux contours fermés t racés sur la surface appar
t iennent à la même espèce s'ils sont réductibles l 'un à l 'autre pa r 
une déformation continue, effectuée sur cet te surface. 

L'enumeration des différentes espèces de contours fermés repose 
sur la considération des contours élémentaires. Ceux-ci sont de deux 
sortes : 

i° Ceux qui équivalent respectivement aux différents bords de 
la surface; 

2 0 Ceux qui correspondent par paires aux ' différents t rous (s'il 
en existe). 

Les premiers joueront , à notre point de vue, un rôle spécial. Nous 
les désignerons sous le nom de contours simples. 

On sait que, dans beaucoup de questions, le choix des contours 
élémentaires comporte un certain degré d 'arbi t ra i re , ces contours 
pouvant être remplacés par d 'autres en nombre égal, tels que chacun 
des deux systèmes puisse se déduire de l 'autre . Il en sera encore 
de même ici, mais non pas pour ce qui concerne les contours simples. 
Il reste entendu que chacun de ceux-ci équivaut à un bord déterminé 
(correspondant à une nappe infinie déterminée) de la surface. 
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Un contour quelconque est réduct ible à une suite de contours 
élémentaires parcourus dans des sens déterminés et dans u n ordre 
déterminé, au t rement dit représentable par un symbole (produi t ) 
de la forme 

m ) I B C . . . . 

chacune des let tres (facteurs) A, B, C, . . . é t an t le symbole C, d 'un 
contour élémentaire ou le symbole C71 d 'un contour C, décrit en 
sens inverse, et ces symboles é t a n t ou non dist incts les uns des 
autres : expression qui peut encore s'écrire 

n a ) c r e f e f . . . , 

chaque indice é tan t , cet te fois, d is t inct du précédent et du su ivant 
et les exposants m, m', . . . é t a n t des entiers positifs ou négatifs, 
mais qu 'on peut supposer non nuls (sauf dans le cas où l 'espèce 
considérée est celle des contours réduct ibles à un poin t ) . 

Le symbole C'" (C é tan t u n contour quelconque) , qui représente le 
contour C décrit m fois dans un sens déterminé si m est positif et 
ce même contour décrit | m | fois en sens inverse si m est négatif, 
sera dit correspondre à un multiple de C. 

21 . Les contours élémentaires ne sont pas tous i ndépendan t s . Il 
existe entre eux une relat ion, et une seule, qui pe rme t de regarder 
l 'un quelconque des contours élémentaires comme une combinaison 
des autres et, pa r conséquent , de l 'éliminer de l 'une que lconque des 
expressions (11) ou (12). 

C'est ainsi que, dans le cas de la connexion simple, il n ' y a aucun 
contour non réductible à un po in t ; et que, sur une surface à connexion 
double, les contours élémentaires se réduisent à un seul. 

Mais, une fois l 'un des contours éliminé comme il vient d 'ê t re dit , 
Vexpression (12) est parfaitement déterminée à une permutation circu
laire près. 

22. Il nous arrivera, dans cer ta ins cas, de ne pas considérer comme 
essentiel lement distincts d ' un contour dé te rminé ses différents 
mul t ip les . A ce point de vue, une surface à connexion double n ' au ra i t , 
comme on le voit , qu 'une seule espèce de contours non réduct ibles . 
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( 1) Cette remarque ne s'applique pas au cas où l'espèce en question est celle des 
contours réductibles à un point. 

Au contraire, si l 'ordre de connexion dépasse deux, les contours 

essentiellement distincts les uns des autres sont en nombre infini. 

Par contre, il n'y a qu'un nombre fini d'espèces de contours dont 

la longueur soit inférieure à une longueur donnée quelconque. 

23. Soient ma in tenan t a, b deux points quelconques de la surface. 
Nous dirons que deux chemins qui vont de a en /; appa r t i ennen t 

au même type si l 'on peut passer de l 'un à l 'autre par une déformation 

continue dans laquelle les points a, b res tent fixes. 
Nous employons le mot type au lieu du mot espèce, qui nous a 

servi pour les contours fermés, afin d'éviter certaines confusions, en 
particulier dans la circonstance suivante : 

Supposons que le point b coïncide avec le poin t a. Les chemins 
que nous aurons alors à comparer seront des contours fermés p a r t a n t 
du point a et y about issant . 

Or, une infinité de ces chemins peuven t être de même espèce, 
lorsqu'on les considère comme contours fermés, t o u t en é tant de 
types différents, si on les considère comme lignes jo ignant le point a 
à lui-même. 

La déformation cont inue par laquelle on passe d 'un de ces chemins 
à l ' aut re peut , en effet, être telle que le point a ne puisse rester fixe 
pendan t cette déformation, mais décrive forcément un contour non 
réductible à un point ('). 

24. Les différents types de chemins jo ignant entre eux deux points 
(différents ou non) a et b se représentent par des symboles de la 
forme ( n ) ou (12) ; mais ces symboles se dis t inguent de ceux qui 
servent aux contours ouverts par cette circonstance que la permu
ta t ion circulaire des facteurs n ' y est pas légitime. Cette différence 
met bien en évidence le fait que nous venons de signaler au numéro 
précédent . 

25. Il y a une infinité de types de chemins jo ignant deux points 
(du moins sur une surface à connexion multiple) ; mais , les types 
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auxquels correspondent des chemins de longueur finie sont en nombre 
fini. 

26. Donnons-nous enfin, sur la surface, un point a et une ligne L. 

Nous dirons que deux chemins ab, ac, qui pa r t en t du point a pour 

about i r à la ligne L, sont du même t y p e , si l 'on p e u t passer de l 'un 

à l ' au t re p a r une déformation cont inue dans laquelle l ' ex t rémi té a 

reste fixe, pendan t que l ' au t re ex t rémi té décrit la ligne L. Cela 

revient manifes tement à dire que le deuxième chemin ac forme, 

avec l 'arc cb de la ligne L, une ligne a l lant de a en b et du même t y p e 

que le premier chemin ab. La not ion que nous venons d ' in t rodu i re 

n'offre donc rien d 'essentiel lement nouveau : on représen te ra un 

t y p e de chemin allant de a à la ligne L p a r le symbole d 'un t y p e de 

chemin al lant de a à un point dé te rminé b de L. 

Il y a toutefois une r emarque i m p o r t a n t e à faire lorsque la ligne L 

est fermée. Dans ce cas, en effet, il existe une infinité de manières 

différentes d'aller du point b à un au t r e point c de ce t te ligne sans 

la qui t te r . Si cet te ligne est réduct ib le à un point , t ous les arcs ainsi 

obtenus sont équivalents . Mais il n ' en est pas ainsi dans le cas général 

et l 'on voit qu'on ne doit pas considérer le type comme modifié si 

Von fait suivre son symbole du symbole de L (pris en t r a i t a n t L comme 

une ligne jo ignant le point b à lui-même) ou d'un de ses multiples. 

27. E n particulier, sur une surface à connexion double tous les 

chemins qui vont d'un point donné à une ligne fermée donnée (sans 

point double) sont réductibles les uns aux autres. 

28. Supposons que le po in t a se déplace sur une ligne dé te rminée A 

about i ssan t en un point a'. A chaque t y p e de chemins a l lant de a 

à L correspondra év idemment un t y p e déterminé de lignes jo ignan t a' 

à L, t y p e qui dérivera du premier p a r cont inui té . 

Si la ligne L ' est fermée, de maniè re que le po in t a' coïncide avec a, 

rien ne pe rme t d'affirmer que le t y p e ainsi dérivé coïncidera avec 

le t y p e primitif. Cette c i rconstance se produi ra toutefois dans 

deux cas : 

i ° Si la ligne fermée L ' est réduct ib le à un p o i n t ; 
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,29. Une géodésique de la. surface est bien déterminée par un de 

ses éléments, c 'est-à-dire pa r un point M (dont les coordonnées curvi

lignes sont oc, ß) et l 'angle w que fait la t angen te en ce point avec 

l 'axe des x du t r ièdre (T) a t taché à la surface en ce po in t ; a, ß et _ 

seront dits les coordonnées de Vêlement. Nous pourrons supposer que , 

dans une région déterminée où nous ferons var ier cet élément, la 

surface soit représentée régulièrement à l 'aide des coordonnées oc, ß 

et que la position du t r ièdre (T) y varie cont inûment . 

Dès lors si, sur la géodésique considérée, nous por tons , à par t i r du 

point M, une longueur MM' = u, les coordonnées cle l 'élément si tué 

en M' (lesquelles ne seront pas nécessairement rappor tées au même 

système que celles du point M) seront des fonctions cle a, ß, co, u : 

fonctions continues et dérivables, au moins ju squ ' à un certain 

ordre. 

Supposons que le point M varie sur une ligne déterminée L, les 

coordonnées de ce point é tan t des fonctions d 'un paramèt re v, et 

que la géodésique issue de ce point soit cons tamment orthogonale à L. 

Les coordonnées, curvilignes ou cartésiennes, du point M' seront des 

fonctions continues et dérivables de u et cle v; à des variat ions 

infiniment peti tes de ces quant i tés correspondra pour M' un dépla

cement infiniment pe t i t de longueur 

ds — \du- -i- ( \- dV-, 

C é tan t encore une fonction derivable de u et de v. On sait que cet te 

quan t i t é est liée à la courbure K — = ^ 7 de la surface par l 'équat ion 

Cette dernière entra îne une conséquence fondamenta le pour no t re 

objet. Sur les surfaces à courbures opposées, en supposant (ainsi 

2° Si cette ligne est de même espèce que L , le t y p e considéré 

é tant celui du chemin que suit le point a lorsque L' vient , par une 

déformation cont inue, coïncider avec L. 
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qu 'on peut le faire) C positif, il vient 

<>4) ~ > o . 

(lu- -

30. Les quant i tés u, t> sont-elles, à leur tour , au moins dans une 
région suffisamment pet i te , déterminées pa r la posit ion du po in t M' ? 
Au t r emen t dit, toute var ia t ion infiniment pet i te du premier ordre 
de ces quant i tés entraîne-t-elle un dénlacement , inf iniment pe t i t du 
premier ordre, de ce point ? Les principes rappelés au n° 1 m o n t r e n t 
qu'il en sera nécessairement ainsi tou tes les fois que C sera différent 
de zéro. La région de la surface qui entoure le po in t M' sera alors 
représentée régulièrement pa r les coordonnées u , v : celles-ci pour
ront être considérées comme va r i an t con t inûment lorsque le po in t M' 
se déplacera cont inûment en décr ivan t un chemin quelconque et 
seront déterminées sans ambiguï té pa r cet te condit ion. 

31. Supposons, en premier lieu, que la ligne L se réduise à un 
point a : v sera l 'angle que fait, avec l 'axe des x du t r ièdre a t t a c h é 
à la surface en a , une géodésique issue de ce po in t ; u , qu i sera essen
t iel lement positif, représentera un arc por té , à pa r t i r du point a , 
sur cet te ligne (coordonnées polaires géodésiques). On aura , en a , 

dC 
G = 0 , y - = i ; 

au 

donc, pour tou te autre va leur de u , 

àC 

f i 6 ) G > « . 

Voilà donc un cas où la condi t ion C ^ o est nécessairement vérifiée 
et nous pouvons dès lors é tabl i r not re premier t héo rème fonda
men ta l . 

T H É O R È M E . — A chaque type de lignes joignant deux, points a 
et b, correspond un arc de géodésique appartenant à ce type, et il n'en 
correspond qu'un seul ('). 

(') La proposition d'après l a q u e l l e , sur une surface à courbure négative, deux géode-
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siques infiniment voisines ne peuvent se couper deux fois, proposition énoncée par 
Jacobi (Vöries, über Dynamik), a été démontrée par plusieurs géomètres. Voir à ce 
sujet le Mémoire de M. VON MANCOLDT (Journal de Creïle, t. 9 1 , 1881, p. a3). 

M. Von Mangoldt donne, d'après MM. Thomson et Tait, la démonstration, à l'aide 

du théorème de Gauss, de ce fait que, si la surface est à connexion simple, deux 

géodésiques qui se coupent sous un angle fini ne peuvent pas non plus se couper à 

nouveau; il remarque (p. _ 8 ) que cette conclusion n'est pas nécessairement exacte 

s'il y a connexion multiple. 

i° Considérons u n point m qui va cle a en b pa r une ligne quel
conque A appa r t enan t au type donné. Dans tou tes les positions 
successives de ce point , la géodésique am sera déterminée sans 
ambiguï té par la double condition de varier con t inûment et d 'avoir 
une longueur infiniment peti te lorsque le point m est infiniment 
voisin de a. 

Le point m v enan t en b, on obtient la géodésique cherchée. 

2° Observons que tou t e géerdésique répondan t à la question peu t 
s 'obtenir par le procédé qui vient d'être expl iqué; il suffira évidem
ment , à cet efïet, de prendre pour la ligne A cet te géodésique elle-
même. 

Or, les valeurs que prennen t les coordonnées u, v du point m, 
quand ce point v ient en b, var ient con t inûment lorsqu 'on déforme 
cont inûment la ligne A; elles ne changent donc en aucune façon, 
car le point b ne peu t avoir, re la t ivement au point a, plusieurs 
systèmes de coordonnées polaires géodésiques infiniment voisins les 
uns des autres. 

32. La première par t ie de la proposition précédente serait évidente 
si l 'on admet ta i t que la longueur d'un chemin jo ignant ab et appar te 
n a n t au type donné a nécessairement un min imum. 

Quan t à la seconde, il est à observer qu 'on pourra i t la démont rer 
en employant le théorème de Gauss sur les polygones géodésiques, 
moyennan t certaines précaut ions nécessaires pour l 'application de 
ce théorème aux contours géodésiques qui présentent des points 
doubles. 

Considérons, pa r exemple, le polygone abcd représenté figure 3. 
Il est clair qu 'un tel polygone peut être considéré comme une somme 
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Nous raisonnerons exclusivement , dans ce qui va suivre, sur des 
contours tels que les indices des différentes régions qu' i ls dé l imi tent 
soient tous positifs, au t r emen t dit , sur des aires polygones formées 
de part ies addit ives, que l 'on p e u t regarder comme des sommes de 
polygones ordinaires. 

33. Pour démontrer que deux points a, h ne p e u v e n t être jo ints 
pa r deux géodésiques différentes du même type , a u t r e m e n t di t , 
q u ' u n biangle géodésique réductible à un point ne peut exister sur une 
surface à courbures opposées, nous remarquerons que ce t te conclu
sion est évidente s'il s 'agit d 'un biangle formé de par t ies t ou te s 
addi t ives , car alors l 'égalité qui expr ime le théorème de Gauss aura i t 
pour premier membre une q u a n t i t é posi t ive (la somme des angles 
du biangle) et pour second m e m b r e une courbure to t a l e négat ive . 

Mais, d ' au t re par t , d 'après un théo rème démont ré pa r M. Brunei ( ' ) , 
si les indices relatifs à u n contour réduct ible ne sont pas tous positifs, 
celui-ci est décomposé, par l 'un au moins de ses points doubles c, 

(1) Procès-verbaux de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 
séance du I e r juillet 1897. 

de polygones géodésiques ordinaires et que le t héo rème de Gauss 
peu t lui être appliqué sans aucune difficulté, sous la simple condi t ion 
de compter deux fois la courbure to ta le du quadr i la tère ct$yo (fig. 3). 
Un fait analogue aura lieu p o u r t o u t polygone géodésique réduct ib le , 
quels que soient ses points doubles. On devra alors mul t ip l ier respec
t i v e m e n t les courbures to ta les des différentes régions que dé te rmine 
ce contour par des entiers convenablement choisis, qui ne sont 
aut res que les indices cle Gauss relatifs à ces régions. 



H)-' JACQUES HADAMARD. 

36. Les coordonnées u, v d 'un point, r appor tées à une géodésique, 

en deux contours part iels , tous deux réductibles. L 'un au moins 
de ces derniers ne comprendra pas les deux sommets a, b du biangle 
et sera, par conséquent , soit un nouveau biangle réduct ible , soit 
un monangle ou biangle dont un angle est égal à z. Nous sommes 
donc ramené au cas précédent . 

34. Supposons, en second lieu, que la ligne L, ment ionnée a u x 
n o s 29-30, soit une géodésique, de sorte que, u é t an t la dis tance 
normale géodésique d 'un point M à L (comptée en grandeur et signe 
suivant son sens), on ait, pour u = o, 

ou 

et, par conséquent, pour tou te valeur de u différent de zéro, 

117 > L > i , 

OC 
I l 8 ) (/ -Y- > O . 

au j 

La première inégalité mont re encore que la surface est représentée, 
régulièrement par les coordonnées u, v et nous permet , moyennan t 
des raisonnements identiques à ceux du n° 31 , d 'énoncer notre second 
théorème fondamenta l . 

T H É O R È M E . — A tout type de lignes joignant un point donné à 
une géodésique donnée, il correspond une géodésique normale de ce-
type et il n'en correspond qu'une seule. 

35. La première par t ie de ce théorème est évidente , une fois établ i 
le théorème du n° 3 1 . La seconde peu t encore s 'établir à l 'aide du 
théorème de Gauss. Il suffit, à cet effet, de remarquer que la géodé
sique du t ype considéré, qui joint le point donné a à un po in t 
var iable m de la géodésique donnée L, t ou rne toujours dans le 
même sens lorsque ce point décrit L (le contraire en t ra înan t mani 
festement la product ion d 'un biangle réductible) . II en résul te 
qu 'un triangle géodésique est toujours formé de par t ies addi t ives 
et, par suite, ne p e u t être birectangle, d 'après le théorème de Gauss. 
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(1) Voir le Mémoire cité : Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique 
(ce Journal, 5 e série, t. III, n° 18, 1897, p. 346-347). 
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é tan t des fonctions bien dé terminées de la position de ce point et 
du t y p e du chemin qui jo in t ce poin t à un po in t dé te rminé , les 
ra i sonnements donnés au n° 521 (t. I I , Livre V) des Leçons sur la 
Théorie des surfaces, de M. Darboux , s ' appl iquent d 'une façon 
ent iè rement générale et m o n t r e n t q u ' u n arc de géodésique est plus 
court que tout autre chemin terminé aux mêmes points et de même type. 

37. Si ma in tenan t , au lieu de l ' inégalité (17) , qui nous a servi à 
établir not re second théorème fondamenta l , nous envisageons l ' inéga
lité (18), celle-ci nous mon t re , pa r une conséquence t o u t analogue 
à celle qui s'offre dans le cas des surfaces à courbure posit ive ('), 
que lorsqu'un point décrit une. géodésique L ' , sa distance normale 
(d'un type déterminé quelconque) à une géodésique L ne peut avoir de-
maximum et croît indéfiniment en valeur absolue, si elle est croissante 
à quelque moment. 

Ce fait essentiel v a t o u t d ' abord nous p e r m e t t r e d ' énumérer 
complè tement les géodésiques fermées. 

THÉORÈME. — A chaque espèce de contours fermés correspond 

une géodésique de cette espèce, et il n'en correspond qu'une seule. 

Il n'y a exception que pour les contours simples cotres pondant aux 
nappes infinies non évasées. 

i ° On peu t joindre un point quelconque a de la surface à lui-même 
par une ligne géodésique a p p a r t e n a n t à l 'espèce donnée . Cela se p e u t 
même d 'une infinité de façons, pu i squ ' à cet te espèce cor respondent 
une infinité de types de lignes p a r t a n t du point a et y abou t i s s an t ; 
mais , pa rmi tous les chemins ainsi ob tenus , il n ' y en a q u ' u n nombre 
fini don t la longueur ne dépasse pas une limite dé terminée quel
conque (25). Donc, il existe un de ces chemins don t la longueur est 
min imum. Soit l ce min imum, Z est une fonction cont inue de la 
posit ion du point a, laquelle a p a r conséquent u n m i n i m u m lorsque 
ce point var ie sur la surface l imitée S'. 

Mais, en général, l augmen te indéfiniment lorsque le poin t a 
s'éloigne indéfiniment. 
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Donc, l a un min imum sur la surface entière S et ce m i n i m u m 

donne la géodésique fermée cherchée. 
Le ra isonnement n 'est en défaut que si l n ' augmen te pas indéfini

ment avec l 'éloignement du point a, ce qui ne peut se présenter que 
pour les contours correspondant aux nappes infinies non évasées. 
Nous verrons plus loin qu'il y a réellement exception dans ce cas. 

2° Supposons qu'i l y ait deux géodésiques fermées L, L ' appa r t e 
nan t à l'espèce donnée. Soient m un point quelconque de L', u sa 
distance à L, comptée suivant le t ype du chemin que décrit ce 
point lorsque L' vient coïncider avec L par une déformation cont inue . 
Nous savons (28) que la distance u reprend sa valeur initiale lorsque 
le point M' revient à sa position primit ive après description de la 
ligne L ' . Cette distance devrai t donc avoir un m a x i m u m en valeur 
absolue, ce dont nous avons démontré l ' impossibilité. 

Pour obtenir le même résul tat par l 'applicat ion clu théorème de 
Gauss, on remarquera i t que les géodésiques abaissées, normalement 
à L, des positions successives du point M' ne sauraient s 'entre
croiser, sans quoi il se produira i t un biangle réduct ible ou un t r iangle 
birectangle réduct ib le ; au t remen t dit, les deux géodésiques L et L ' 
pourraient être considérées comme dél imitant une aire formée de 
part ies additives. L 'appl icat ion du théorème de Gauss à cette aire 
conduirait à une contradict ion. 

Remarque I. — Il résulte, soit du n° 31 , soit d 'une démons t ra t ion 
analogue à la précédente , qu'il n'existe pas, sur les surfaces ci courbures 
opposées, de géodésiques fermées réductibles. 

Remarque II. — La géodésique fermée correspondant à l'espèce S'" 
n 'est évidemment au t re que la géodésique fermée d'espèce 2 , 
parcourue | m | fois dans son sens primitif ou en sens inverse, su ivant 
le signe de m. 

Ainsi, au point de vue de l 'obtent ion des géodésiques fermées, 
nous n 'aurons pas à considérer d'espèce qui soit mult iple d 'une 
au t re . 

E n particulier, une surface à connexion double n'admet qu'une 
seule géodésique fermée. 

Au contraire, si l 'ordre de connexion dépasse deux, les géodésiques 
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fermées sont en nombre infini. Cette infinité est d 'ai l leurs év idemment 
dénombrable. 

3 8 . On peut remarquer que ces géodésiques fermées en nombre 
infini forment un ensemble condensé en soi, au sens de Cantor ; 
c 'est-à-dire qu ' é t an t donnée une géodésique fermée L , d 'espèce 3 , 
il existe une infinité d 'au t res géodésiques fermées a y a n t au moins 
un élément aussi voisin qu 'on veu t d 'un élément dé te rminé quel
conque de L. 

IV. — G É O D É S I Q U E S A S Y M P T O T I Q U E S . 

3 9 . D 'après le n° 3 7 , si L, L ' sont deux géodésiques, lo r squ 'un 
point m' se meut indéf iniment (dans u n sens déterminé) sur L ' , 
sa dis tance à L, relative à un t y p e dé terminé que lconque , ne p e u t 
varier que d 'après les trois lois su ivantes : 

i ° Croître cons tamment depuis — G O j u squ ' à -f- oo, ou décroî tre 
cons tamment de -f-oo à — o o (on peu t dire alors que les d e u x lignes 
se coupent suivant le type considéré) ; 

2° Pa r t i r de — x et y revenir après u n m i n i m u m de va leur absolue; 
3 ° Pa r t i r de — o o pour t end re vers zéro sans j ama i s changer de 

signe ni de sens de va r ia t ion (ou la var ia t ion inverse) . 

La possibilité des deux premiers cas est évidente . Celle du troisième 
s 'établi t pa r les considérations b ien connues qui s'offrent clans la 

Fig. /,. 

al 

Géométrie non euclidienne. Soit a' u n point de la surface, A une 
géodésique jo ignant ce poin t à u n point a d 'une géodésique L. Consi
dérons u n point m qui s'éloigne indéfiniment sur L, clans un sens 
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déterminé, à pa r t i r du point a (fig. l\) et t raçons la géodésique a'm 

du type A. L 'angle ma'a va cons tamment en croissant ; il reste 
cons tamment inférieur à une limite déterminée, à savoir l 'angle 
extérieur en a. du t r iangle ma a. Donc am tend vers une limite L ' . 

La géodésique L ' présente évidemment avec L la relat ion indiquée 
en dernier lieu. Nous dirons qu'elle est asymptote à L. Nous voyons 
qu 'à chaque t ype de lignes allant d 'un point à une géodésique 
correspondent deux asymptotes de ce t y p e ; on peu t considérer ces 
dernières comme les géodésiques qui, a p p a r t e n a n t au t ype en quest ion, 
joignent le point donné aux points à l'infini sur la géodésique donnée. 

40. Réciproquement , si deux géodésiques L, L ' sont asympto tes 
l 'une à l 'autre , c 'est-à-dire si leur distance mutue l le comptée su ivant 
un t y p e déterminé (par exemple celui d 'une cer ta ine ligne jo ignant 
entre eux deux points a, a' pris sur ces géodésiques) t e n d vers zéro, 
la ligne L ' est Vasymptote à L menée par a' à l'aide de la méthode 
précédente. 

Soit, en effet, mm' une ligne joignant deux points pris respective
ment sur L, L ' et dont la longueur A t end vers zéro à mesure qu'elle 
s'éloigne indéfiniment (fig. 4)- Les deux points m, m' sont supposés 
se déplacer d 'une façon cont inue et la ligne mm,' dériver par conti
nui té de la ligne donnée aa'. Il en résulte que le quadr i la tère aa'mm' 
est réductible. 

Joignons les deux points a', m par la géodésique qui, considérée 
comme ligne al lant du point a' à la ligne mm', est du type a'm.'. 
L'angle a des deux lignes a'm', a'm est infiniment pet i t , car (u et v 
désignant des coordonnées polaires géodésiques rapportées au 
point a, C 2 le coefficient de dv- dans l 'élément linéaire relatif à ces 
coordonnées) on a 

"/. = / \idtr- H- C 2 dv} > j G dp > (u' m' — 1 )c., 

^ mm' Jmm' 

à cause de l ' inégalité C > u, établie au n° 31 . 

Donc a'm est bien la l imite de a'm; ce qui démont re la conclusion,, 
car la réductibil i té du quadr i la tère aa'mm' et celle du tr iangle a'mm' 
ent ra înent celle du t r iangle a'am. 

file:///idtr-
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f1) Toutefois il est supposé en cet endroit, et par conséquent ici, que L' ne sort 

pas d'une portion finie de la surface. 

C O R O L L A I R E S . — Si une géodésique L ' est asymptote à une géodé
sique L , réciproquement celle-ci est asymptote à la première suivant 
le même type. 

Deux géodésiques asymptotes à une même troisième sont asymptotes 
entre elles. 

41 . Au contraire, les asymptotes menées par un même point à 
deux géodésiques non asymptotes l'une à Vautre ne peuvent coïncider. 

Toutefois, cet te dernière proposi t ion n 'es t exacte que m o y e n n a n t 
une convent ion spéciale. 

Lorsque nous comparerons ent re elles les géodésiques issues d 'un 
même point a, nous aurons d o r é n a v a n t égard à leurs é léments en a, 
et nous dirons qu'il y a deux géodésiques dist inctes s'il y a deux 
éléments d is t incts ; de sorte qu ' une seule et même géodésique pourra 
figurer à double t i t re dans 1'enumeration des géodésiques issues de a, 
si elle a u n point double en a. 

Deux points a, a' étant joints par une ligne déterminée, les asymp
totes menées par a, suivant le type aa', à deux géodésiques distinctes 
issues de a ne peuvent coïncider. 

42. Deux asymptotes menées d 'un même poin t a à une même 
géodésique L, mais différant p a r le t ype , peuvent-el les coïncider ? 

Supposons qu 'une ligne ax soit a sympto te à la géodésique L ' de 
deux manières différentes et soient mm', mm" d eux lignes de types 
différents joignant le poin t m de ax à L' , va r i an t d 'une manière 
cont inue et t e n d a n t vers zéro à mesure que le po in t m s'éloigne 
indéfiniment. La ligne m'mm", jo inte à l 'arc m'm" de L' , forme un 
contour fermé d'espèce invar iable a , puisque ce contour se déforme 
con t inûment 

De considérations développées u n peu plus loin ( n o s 53-54) et qui 
ne supposent en rien les présentes ( ') , il résulte que L ' est a s y m p t o t e 
à la géodésique fermée L'„ d'espèce s . 

Réciproquement , dans ce cas, il y a effectivement coïncidence, 
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car les asymptotes de L ' sont les mêmes que celles de L^, lesquelles 

ne changent pas quand on multiplie les types pa r le symbole de 

l'espèce S. 

Si la ligne L' est elle-même la géodésique fermée d'espèce S, une 

même asymptote ne peut provenir de deux types différents, puisqu' ici 

deux types différant entre eux pa r le symbole L ' doivent être regardés 

comme identiques. 

43. Nous avons é tudié au Chapitre précédent les géodésiques 
fermées. Les considérations actuelles nous conduisent à envisager 
les géodésiques asymptot iques aux géodésiques fermées. On voi t 
qu 'une telle géodésique L sera déterminée lorsqu 'on aura donné : 

i° L'espèce de la géodésique fermée cor respondante L 0 ; 
2° Un point a de L ; 
3° Un type de lignes allant du point a à J_(). 

Nous réunirons dans une même catégorie les géodésiques fermées 
et leurs asympto tes . Les premières peuven t év idemment , en effet, 
être regardées comme un cas particulier des secondes. 

Cette réunion est d'ailleurs imposée par les corollaires du n° 40, 
lesquels nous conduisent à ranger dans une même classe les géodé
siques asymptotes entre elles. 

44. L é tant de nouveau une géodésique quelconque, reprenons le 
t r iangle aa'm (fig. 4) considéré au n° 39, aa' désignant , pour fixer 
les idées, une géodésique normale à L, soient A la longueur aa', 
l l 'arc am (ou, si L est fermée, celui des arcs am qui correspond à 
une position actuel lement considérée de la géodésique variable a'm). 

Donnant d 'abord à l une valeur déterminée amu, nous aurons 

amua' < ^-

Supposons que, dans t o u t e l 'é tendue du t r iangle ama!, la courbure 
soit inférieure en valeur absolue à une l imite déterminée, ce qui 
aura lieu nécessairement si ce triangle est dans une par t ie finie de la 
surface. Si alors u, v désignent, comme au n° 34, des coordonnées 
géodésiques rappor tées à L, la quan t i t é C sera, en ve r tu de l 'équa-
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ces deux points , abaissons sur une géodésique que lconque L des 
géodésiques normales I, V qui dér ivent l 'une de l ' au t re lorsqu 'on va 
de m en m ' par le chemin très pe t i t qui jo int ces deux poin ts . 

t ion ( i3) , inférieure à ~ (e'"- + e~*x). Ceci fournit une limite supérieure 

de l 'aire du triangle et, p a r sui te , de sa courbure, laquelle est plus 
pe t i te que 

il en sera encore de môme pour la courbure du t r iangle géodé

sique aa 'ro, où m, est un point de l 'arc am. D ' au t r e pa r t , si m, est 

s i tué au delà de tna, il suffira, pour obtenir la courbure du 

t r iangle aa'm,. d 'ajouter à la courbure du t r iangle aa'm0 celle du 

t r iangle a'mumu laquelle est inférieure à l 'angle « m , a ' . 

Donc la courbure du triangle aa'mt est inférieure à une quantité 
fixe que l'on peut assigner dès que l'on connaît X, sans connaître la-
position du point a ni celle de la géodésique L (pourvu que le premier 
soit dans une région finie de la surface) et qui tend vers zéro avec À. 

Il en est de même, pa r conséquent , pour la différence entre 

l 'angle a'ay (fig. /j.) et l 'angle que fait l ' a sympto te L ' avec aa! : car 
cet te différence est la l imite de la courbure qui v ient d 'ê t re étudiée. 

45. À ce résul ta t nous en r a t t ache rons un au t r e qui nous sera 
utile plus loin. 

Soient m, m' deux points t rès voisins l 'un de l ' au t re (fig. 5). De 

Fig. 5. 

- - " • 1 " ' 
m r-
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On peut assigner à l 'angle que font entre elles les t angen tes 
menées à I, V respect ivement aux points m, m une limite supérieure 
dépendante de la distance mm et t endan t vers zéro avec ce t te 
distance, mais indépendante du choix de la géodésique L et des 
points m, m', pourvu qu 'on sache que ceux-ci sont dans une région 
finie et déterminée de la surface. 

E n effet, la différence des angles que font respect ivement l, V 
avec la géodésique t rès pet i te mm est plus pe t i te que la l imite 
supérieure t rouvée au numéro précédent. 

V . — G É O D É S I Q U E S QUI S ' É L O I G N E N T A L ' I N F I N I . 

46. Nous savons qu ' à chaque nappe infinie _>t_,- correspond un 
contour simple, et pa r conséquent (si cette nappe est évasée, ce 
que nous supposerons) une géodésique fermée y,-. 

C'est cette ligne que nous prendrons désormais pour posi t ion 
initiale de la courbe C,- dont il a été question en commençant (n° 8), 
position initiale qui l imite la nappe 31,-. 

Ainsi qu'il a été r emarqué (n° 27), il n 'exis te sur X , - qu 'un seul 
type de lignes al lant d 'un point quelconque m à la courbe limite y,-, 
de sorte que la dislance géodésique u du point m à cette courbe est 
une fonction parfaitement déterminée et univoque de la position de ce 
point. 

Comme cette dis tance ne peut avoir de m a x i m u m sur une géodé
sique et doit croître cons tamment et indéfiniment si elle est croissante 
à un moment quelconque, une géodésique qui a pénétré dans la nappe 
ne peut plus en ressortir : elle s'éloigne forcément à l'infini sur cette 
nappe, et cela régulièrement (c'est-à-dire sans a l ternat ives de re tour 
à distance finie). 

47. De ce qui précède résulte que, si une géodésique s'éloigne à 
l'infini, il en est de même de tou te une géodésique infiniment voisine 
de la première. 

48. Soit une géodésique issue d 'un point O, non situé sur la 
nappe Dî,,-, et qui pénèt re dans cette nappe en coupant yt en un point m. 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 3 0 1 

Lorsque ce point se déplace con t inûmen t en décr ivan t y,; dans un 
sens ou dans l 'autre , la géodésique Om t ou rne a u t o u r du po in t O 
sans cesser de s'éloigner à l'infini sur la nappe 3t.,-. 

E n supposant que le poin t m se meuve indéfiniment dans un sens, 
puis dans le sens opposé, on voi t que Om occupera successivement 
tou tes les positions comprises dans l 'angle X que font ent re elles 
les deux asymptotes menées p a r le poin t 0 à y,- et du t y p e de Om. 

Les angles X vont jouer un rôle fondamentaf dans les considéra
t ions qui seront présentées un peu plus loin. Ils sont en nombre 
infini au tour d 'un même point , si l 'ordre de connexion de la surface 
est supérieur à 2. 

Deux propriétés de ces angies nous seront p r inc ipa lement utiles : 

i° Les côtés d'un angle X sont des géodésiques qui restent à distance 

finie (ce sont des asymptotes à une courbe y*) ; 
2 0 Deux angles x différents ne peuvent avoir un côté commun 

(41, 42). 

49. Supposons que tou tes les nappes infinies soient évasées : 
alors à chacune d'elles correspondra une géodésique fermée y. 
Ces n lignes n ' on t év idemment , d 'après ce qui précède, aucun point 
commun. Elles divisent la surface en n nappes infinies et une par t i e S' 
l imitée en tous sens. C'est ce t te dernière que nous nommerons 
dans ce qui va suivre, la partie finie de la surface : en sorte que cet te 
focution aura pour nous d o r é n a v a n t un sens pa r fa i t ement précis. 

Nous voyons que, si une géodésique quelconque ne s'éloigne pas à 
l'infini régulièrement sur une nappe déterminée, elle reste constamment 
comprise dans la partie finie de la surface. 

50. Nous dirons quelques mots du cas où les nappes infinies ne 
sont pas tou tes évasées. Dans ce cas, les conclusions précédentes 
ne subsis tent plus. 

Soient, en effet, a_f une n a p p e non évasée, e, : l 'espèce de contours 
simples correspondante . 

Il n 'exis te pas de géodésique fermée de cette espèce S,; car, s'ii y 
en avai t une et qu 'on r a p p o r t â t les points de X , a u x coordonnées u, v 
relatives à cet te géodésique, la quan t i t é C augmente ra i t indéfini-

i i . V D A M A R P , — ivmiA. 3 6 
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ment avec u, et il en serait, par conséquent, de même de l ' intégrale 

J'\!dtt--v- G- dv-

étcndue à une courbe indéfiniment éloignée d'espèce C,> 
Le même fait résulte, d'ailleurs, du théorème de Gauss appl iqué 

à l 'aire comprise entre la géodésique supposée et une courbe indéfini
ment éloignée d'espèce S,-, si l'on par t , conformément à ce qui a 

été dit au n° 15, de ce que l 'intégrale / — étendue à cet te dernière 

courbe est infiniment pet i te . 
Cette dernière démonst ra t ion a l ' avantage de me t t r e clairement 

en évidence ce fait que la géodésique fermée située sur la nappe non 
évasée doit être considérée comme rejelée à l'infini. 

51. On voit aussi (ce qui étai t à peu près évident d 'après les 
remarques faites au n° 13) que l'on peut faire varier la courbe C 
considérée en cet endroi t de manière que son pér imètre aille con
s t ammen t en décroissant . Au t remen t dit , (s ) é t an t une posi t ion 
quelconque de cette courbe, il existe au delà de ( s ) des courbes de 
même espèce et de pér imètre plus pet i t que celui de t ou t e au t r e 
courbe analogue si tuée en deçà de ( s ) . Dans le cas contraire, en 
effet, les ra isonnements du n° 37 cont inuera ient à s 'appliquer et 
montrera ient l 'existence d 'une géodésique fermée d'espèce ( 3 ) . 

On en conclut que, si e ' est un contour quelconque distinct de Q, 
la géodésique fermée d'espèce S s ' (laquelle a forcément des par t ies 
à distance finie) s'éloigne a u t a n t qu 'on veu t sur la nappe non évasée 
si l 'on prend le nombre n assez grand. 

E n un mot , la dist inct ion que nous avons pu faire, en général, 
entre les nappes infinies et la part ie finie de la surface cesse d 'ê t re 
possible dans ce cas spécial. 

Nous nous bornerons à ces indications sur les nappes non évasées, 
et, dans tou t ce qui va suivre, nous exclurons expressément leur 
existence. 

52. Les considérations qui précèdent p e r m e t t e n t d 'é tudier la 
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( x) Plus exactement, d'un plan non euclidien. 

dis t r ibut ion des géodésiques lorsque la surface est à connexion 
simple ou double. 

Si, en effet, l 'ordre de connexion est égal à i , il ne peu t y avoir 
de géodésique fermée, et la dis tance d 'un point M à un point fixe 
quelconque O (distance qui est une fonction par fa i t ement dé terminée 
de la position de M) augmente indéfiniment lorsque M décrit une 
géodésique. Toutes les géodésiques s'en vont , par conséquent , à 
l'infini, et la distribution est entièrement analogue à celle des droites 
d'un plan ( '). C'est un résu l ta t qu 'on peut vérifier a i sément sur le 
paraboloïde hyperbolique. 

Supposons, ma in tenan t , que l 'ordre de connexion soit égal à 2. 
Alors il n ' y aura qu 'un contour élémentaire, le contour simple 
correspondant à l 'une quelconque des nappes infinies : la géodésique 
fermée correspondante divise la surface en deux nappes infinies. 
La par t ie finie de la surface n 'exis te pas . Donc tou tes les géodésiques 
s 'éloignent à l'infini, sauf cefles qui sont asymptotes à la géodésique 
fermée : ces dernières passent , au nombre de 2, pa r chaque point 
de la surface. 

C'est en particulier ce qui se passe sur l 'hyperboloïde à une nappe , 
et no t re résul ta t est conforme à celui qu 'ob t ien t H a l p h e n sur la 
surface gauche de révolution. 

On r emarque ra que la n a t u r e du résul ta t ob tenu t i en t : i ° à ce 
qu'i l n ' y a qu ' une seule espèce de contours fermés essentiel lement 
d is t inc ts ; 2 0 en particulier, à ce que les contours simples correspon
dan t aux deux nappes infinies sont équivalents . 

Au contraire , si l 'ordre de connexion dépasse 2 : 

i ° Les contours fermés essentiel lement dist incts sont en n o m b r e 

infini ; 

2 0 Les contours simples relatifs aux différentes nappes infinies 
sont tous dis t incts les uns des au t res . 

Grâce à cet te double circonstance, les résul tats ob tenus en général 
v o n t ê t re fort différents de ceux qui s'offrent clans les deux cas par
ticuliers que nous venons d 'examiner . 
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V I . — G É O D É S I Q U E S D E T R O I S I È M E C A T É G O R I E ; 

C L A S S I F I C A T I O N G É N É R A L E . 

53. Ainsi que. nous l 'avons dit au n° 51 , nous supposerons que 
les nappes infinies sont toutes évasées. 

Nous avons, dans les Chapitres précédents , considéré deux classes 
de géodésiques : celles qui sont fermées ou asympto t iques aux géodé
siques fermées, et celles qui s'éloignent indéfiniment . Nous allons 
ma in tenan t étudier les géodésiques qui ne r en t ren t dans aucune des 
deux catégories précédentes . 

Envisageons une géodésique L, définie pa r un- élément initial (soit 
un point 0 et la t angen te en ce point) . Si cet te géodésique ne s'éloigne 
pas à l'infini, elle reste cons tamment comprise dans la part ie finie 
de la surface. Dès lors on peut év idemment t rouver sur cette ligne, 
d 'une infinité de façons, deux éléments voisins, au t r emen t dit deux 
points m, m', tels que : 

i ° L 'arc mm' compris entre ces deux points , sur la ligne L, soit 
supérieur à une longueur déterminée quelconque X; 

2° La plus courte ligne géodésique Z qui joint ces deux points soit 
inférieure à une quan t i t é quelconque donnée s; 

3° L'angle des deux tangen tes en m, m' soit également inférieur à e. 

La iigne l forme, avec l 'arc mm' de L, u n contour fermé 3 , lequel 
n 'es t pas réductible à un point , puisque c'est un biangle géodésique. 
Soit L 0 la géodésique fermée d'espèce 3 . 

Considérons la distance normale u d 'un point quelconque de L 
à la ligne L„, distance comptée suivant u n t ype tel qu'elle revienne 
à sa valeur pr imi t ive lorsque ce point décrit le contour 3 (28). 
La différence des deux valeurs de u au point m et au point m' est 
très pet i te , et il en est de même (45) de la différence des deux valeurs 
^ du 
de — r - • 

ds 

Je dis que u et ^ sont très petits en valeur absolue tout le long de 

l'arc mm'. 
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d'-„ i àC 

d.i- C àu 
du 
'ds 

mont r e que ^ -j^ doit être t rès pe t i t . L 'équa t ion 

( i 3 ) V ^ = - C K v ' du1 

prouve a isément qu'il doit en être de même de u, si la courbure 
(prise en va leur absolue) ne descend jamais au-dessous d 'une l imite 
dé terminée , ou du moins ne devient t rès pet i te que dans des aires 
suffisamment pet i tes dans t ou t e s leurs dimensions et séparées pa r 
des interval les non t rès pe t i t s . 

No t re conclusion est donc démont rée dans tous les cas. 

54. Si u cont inue à décroître en valeur absolue, no t re géodésique 
est a s y m p t o t e à L 0 ; sinon, nous devons supposer que u a u n certain 
m i n i m u m , après lequel L s'éloigne à nouveau de L 0 . 

(x) Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique, n° 4, p. 334. 

P o u r le démontrer , supposons d ' abord que u change de signe sur 

l 'arc mm' de L et, pa r conséquent , aussi sur la ligne l : u sera très 

pet i t en m et en m', donc aussi t o u t le long de l 'arc mm'. D'ail

leurs, é t an t infini, l~ sera également très pe t i t , en v e r t u d 'un 

l emme démont ré dans le Mémoire p récédemment cité ( '). 
Supposons, en second lieu, que u garde un signe invar iab le sur 

le con tour ; alors il en sera de même de comme la différence des 

i i dit . , d- u , • A , 
valeurs cle en m et m est très pet i te , devra ê t re t rès pe t i t 

en va leur absolue (sauf t o u t au plus pour des arcs de longueur to ta le 

t rès pet i te) . D'ail leurs, ^ est aussi très pet i t , car u var ie toujours 

dans le même sens; ce fait résul te de ce que la va r i a t ion de u est 
t rès pe t i te et, si u a u n m i n i m u m , de ce que les deux va leurs init iale 

et finale de ~ , lesquelles sont t rès peu différentes, comprennen t 

ent re elles zéro. 
Dès lors, l 'équat ion de L, r appor t ée à la géodésique L,,, 
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D'après cela, si, outre les deux catégories de géodésiques rencon
trées dans les Chapitres précédents, il en existe une troisième, 
chacune des lignes de cette dernière catégorie correspondra à une 
série infinie de géodésiques fermées L,,, L , , . . ., L,-, . . ., de chacune 
desquelles elle s 'approchera successivement pour l ' abandonner 
ensui te ; elle serrera ces géodésiques successives de plus en plus près , 
et cela sur des longueurs de plus en plus considérables. 

E n un mot , la géodésique en question possède la proprié té indiquée 
pa r M. Poincaré ('), à savoir que les équat ions du problème a d m e t t e n t 
« une solution périodique (dont la période peu t , il est vrai , ê t re 
t rès longue), telle que la différence des deux solutions soit aussi 
pet i te qu 'on le veut , pendan t un temps aussi long qu 'on le v e u t ». 

55. La suite des géodésiques L/ suffit-elle à définir la géodésique L ? 
Pour nous en rendre compte, considérons, sur L, un point m séparé 

du point O par un arc t rès grand et, d ' au t re pa r t , t rès voisin d 'un 
point m' d 'une des géodésiques L,-, de manière que les t angentes 
menées en ces deux points aux deux lignes fassent un angle t rès 
pet i t . Joignons Om' pa r la géodésique qui équ ivau t à l 'arc Om jo in t 
à la ligne infiniment pe t i te mm'. Cette géodésique fera avec L un 
angle très pe t i t , comme on le démontre pa r le ra isonnement déjà 
invoqué au n° 40. Elle fera aussi un angle t rès pet i t avec L; et, pa r 
suite, aussi avec l ' a sympto te menée du point O à cet te ligne, su ivant 
le même t y p e ; car la différence des angles que font Om, Om' avec mm' 
est sensiblement égale à la courbure to ta le du tr iangle Omm', 
laquelle est très pe t i te (44), et, d 'autre pa r t , les angles de L et de L, 
avec mm' sont aussi t rès peu différents. 

Donc L est la limite d'asymptotes menées du point O aux lignes L;. 
On voit, par conséquent , que, s'il existe une géodésique de la 

troisième catégorie, on devra, pour l 'obtenir , considérer : 

i° Une série de géodésiques fermées L; correspondant à des 
espèces de plus en plus compliquées; 

2° Un point O; 

3° Une série de types E,- de chemins a l lant respect ivement du 
point O à chacune des lignes L,-. 

!}) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, p. S?.. 
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f 1) Il est clair que nous adoptons ici la convention du n° 41. 

Les asympto tes menées du point O à chacune des lignes L,-, 
su ivan t le t y p e (7v correspondant , t e n d r o n t (du moins si les L,, Çv on t 
été choisis convenablement) vers une position limite qui sera la 
géodésique demandée L. 

On r emarque ra que t o u t e géodésique a sympto te à L sera définie 
pa r la même suite de. symboles L,-, 'G'/, le point O changean t seul ; 
de sor te que cet te suite de symboles , lorsque le po in t O reste indé
te rminé , définit une classe de géodésiques, en p r e n a n t ce m o t avec 
le sens qui lui a été donné au n° 43. 

56. Il reste à savoir si les t ra jectoires dont nous venons de supposer 
l 'existence se présen ten t vé r i t ab l emen t . 

La réponse à cette quest ion est affirmative ; nous allons consta ter , 
en effet, que les géodésiques fermées e t leurs a sympto tes ne peuven t 
const i tuer à elles seules la to ta l i t é des géodésiques qui res ten t à 
dis tance finie. 

Soit O u n poin t que nous supposerons, pour fixer les idées, s i tué 
dans la par t ie finie de la surface; nous désignerons pa r E l 'ensemble 
formé par les directions init iales des lignes géodésiques qui en 
p a r t e n t (') et ne s'éloignent pas indéf iniment . 

D 'après ce que nous avons v u p récédemment , cet ensemble est 
formé par les lignes qui ne sont intér ieures à aucun des angles que 
nous avons désignés (48) pa r la le t t re x, les côtés de ces angles 
faisant par t i e de l 'ensemble. 

J e dis q u ' u n tel ensemble est parfait : 

i° Toute ligne qui appartient à l'ensemble E appartient aussi à 
son dérivé. 

E n effet, si une géodésique L a p p a r t e n a n t à l 'ensemble E sert de 
côté à un angle tel que tou tes les directions intér ieures à cet angle 
soient celles de géodésiques qui s 'éloignent indéfiniment , cet angle 
ne p e u t être q u ' u n angle cik Mais alors, de l 'aut re côté de L se t rou
ve ron t des lignes a p p a r t e n a n t à l ' ensemble E : le cont ra i re exigerait , 
en effet, que L serve de côté c o m m u n à deux angles X différents, 
ce qui ne p e u t ê t re (48). 
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P-) Acta mathematica, t. IV, i884 , p. 38i . 

2° Toute ligne qui n'appartient pas à Vensemble E n'appartient 

pas à son ensemble dérivé. 
C'est ce que nous avons remarqué au n° 47. 
Donc l 'ensemble E est bien parfait et, comme tel , de seconde 

puissance. 

Or les asympto tes menées pa r le point O aux différentes géodé
siques fermées forment un ensemble numerable . 

Donc l'existence des géodésiques de la troisième catégorie est démontrée. 

57. La générat ion de l 'ensemble E rappelle év idemment celle de 
ces ensembles rencontrés par M. Poincaré, in t rodui t s plus explici
t emen t dans la Science pa r M. Bendixson, puis étudiés pa r M. Cantor 
et qui , tou t en é t an t parfai ts , ne sont condensés dans aucun interval le . 
Les angles A , jouent ici le rôle des intervalles nommés (a v, frv) pa r 
M. Cantor (')• 

Nous allons mon t re r que l 'ensemble E appa r t i en t effectivement 
à la catégorie dont nous venons de parler . 

Pour cela, soit P u n second point quelconque de la surface et 
désignons pa r C l 'ensemble des directions initiales des différentes 
géodésiques qui von t du point O au point P . 

Je dis que l'ensemble il a pour dérivé E. 

Tou t d 'abord, une géodésique L, issue du point O et qui s'éloigne 
à l'infini sur une nappe quelconque n ' appa r t i en t pas au dérivé 
de E . Prenons, en effet, sur cet te ligne un arc déterminé Om = l : 
une géodésique suffisamment voisine de L, mais non coïncidente 
avec elle, ne passera, assurément pas, pa r le point P , de manière 
que l 'arc OP soit inférieur à l. Mais le point P ne peut pas non plus 
être l 'extrémité d 'un arc supérieur à l, por té sur une géodésique 
voisine de L, si l 'arc l a été pris assez grand pour que son ext rémi té m 
soit sur la nappe Jt.,- et (dans le cas où le point P serait également 
sur cet te nappe) à une distance de y; plus grande que celle de P . 

Nous avons m a i n t e n a n t à démontrer la conclusion réciproque, 
à savoir que si la géodésique L est t ou t entière à distance finie, il 
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existe des géodésiques faisant avec elle, en O, un angle aussi pe t i t 
qu ' on veu t et passant par le poin t P . 

Supposons d 'abord que L soit a s y m p t o t e à une géodésique fermée J', 
d'espèce S (ce cas comprenan t celui où L serai t elle-même une 
géodésique fermée). L est la l imite de géodésiques jo ignant 0 à u n 
point dé terminé quelconque m de et dé r ivan t de l 'une d 'en t re 
elles p a r un nombre de plus en p lus g rand de circulations du point m 
su ivant : soit L'''1 la géodésique 0?n cor respondant à k c irculat ions 
et don t la longueur A / ; a u g m e n t e indéfiniment avec h. Imaginons 
que le point m se rende en P p a r un chemin dé terminé une fois pour 
tou te s et de longueur l : la géodésique OP qui , dans ce dép lacement , 
dérive par cont inui té de L1'1'1, fait avec celle-ci (40) un angle inférieur 

à y _ - y • Elle est donc inf iniment voisine de L'*1 et, p a r suite, de L 

pour k infini. 
La conclusion demandée est ainsi établie si L est fermée ou 

a sympto t e à une géodésique fermée. Dès lors, elle s 'é tend d 'el le-même 
aux géodésiques de troisième catégorie, puisque celles-ci sont des 
limites de lignes telles que la ligne L qui vient d 'ê t re considérée. 

Le théorème est donc, complè tement démont ré . 

58. Les considérations précédentes nous p e r m e t t e n t de p rouver , 
comme nous l 'avons annoncé, que l 'ensemble E , quoique parfa i t , 
n 'es t condensé dans aucun interval le : c 'est-à-dire que, près de t o u t e 
ligne a p p a r t e n a n t à cet ensemble, se t r o u v e n t une infinité de lignes 
qui n ' y appar t i ennen t point . 

Il suffit en effet, dans le ra i sonnement précédent , de p rendre le 
point P sur une nappe infinie, puisque toutes les géodésiques qui 
passent pa r un tel point s 'éloignent indéfiniment . 

Il est donc bien prouvé que l'ensemble E est un ensemble parfait, 
gui n'est nulle part continu. 

Mais de ce que nous venons de dire se dégagent des conclusions 
plus é tendues à certains égards. Nous voyons, en effet: 

i ° Que, dans le voisinage d'une ligne L faisant partie de l'ensemble E , 
on trouve des géodésiques allant à l'infini sur telle nappe infinie qu'on 

veut, puisque le point P peu t être pris sur n ' impor t e quelle nappe 
infinie ; 

I I A I M I A I I N , — .IUMU':. ' Ü7 
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2° Que, dans le voisinage de cet te même ligne, existent aussi 
d 'autres lignes res tan t à dis tance finie, en par t icul ier des asymptotes 
à toutes les géodésiques y,-, puisque ces a sympto te s servent de côtés 
aux angles -1-, et des géodésiques de troisième catégorie : celles-ci 
sont, en effet, distr ibuées dans tou t angle con tenan t des éléments 
de E, puisque les a sympto t e s aux géodésiques fermées ne forment 
qu 'une part ie numerab le de l 'ensemble parfai t E. 

E n u n mot , t and i s que t ou t e géodésique qui s'éloigne à l'infini 
est entouré d 'un con t inuum de géodésiques jouissant de la même 
propr ié té , au contrai re , tout changement, si minime qu'il soit, apporté 
à la direction initiale d'une géodésique qui reste à dislance finie suffit 
pour amener une variation absolument quelconque dans l'allure finale 
de la courbe, la géodésique troublée pouvan t affecter n ' impor te 
laquelle des formes éntimérées précédemment . 

59. Les circonstances que nous venons de rencontrer se re t rou
veront-elles dans d 'au t res problèmes de Mécanique? Se présente
ront-elles, en particulier, dans l 'étude des mouvement s des corps 
célestes ? C'est ce qu 'on ne saurai t affirmer. Il est probable , cepen
dant , que les résul ta ts obtenus dans ces cas difficiles seront analogues 
aux précédents, au moins par leur complexité. 

S'il en était ainsi, il impor te de remarquer que l 'un des pr inc ipaux 
problèmes de la Mécanique céleste, la quest ion de la stabili té du 
système du monde, même sous son aspect théor ique (c'est-à-dire 
réduite au mouvemen t de n points matériels s ' a t t i r an t suivant la 
loi de Newton), cesserait d 'avoir un sens. 

Certes, lorsqu 'un système se meut sous l 'act ion de forces données 
et que les conditions initiales du mouvement ont des valeurs données, 
au sens mathématique du mot, le mouvement ul térieur et, par consé
quent , la manière don t il se comporte, lorsque t augmente indéfini
ment , sont par cela même connus. Mais, clans les problèmes as t ro
nomiques, il ne saurai t en être ainsi : les cons tantes qui définissent 
le mouvement sont données physiquement, c 'est-à-dire avec des 
erreurs dont l ' ampl i tude se rédui t à mesure que la puissance de nos 
moyens d 'observat ion augmente , mais qu'i l est impossible d 'an
nuler. 
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Si l 'on ne suit les t rajectoires que pendan t un t e m p s dé te rminé , 
quelconque d'ailleurs, on peu t imaginer que les erreurs sur les 
données initiales aient été rendues assez minimes pou r ne pas al térer 
sensiblement la forme de ces trajectoires pendan t le susdi t in terval le 
de t emps . Ce qui précède nous mon t r e qu'il n 'est en aucune façon 
légitime d 'en t i re r une conclusion analogue re la t ivement à l 'allure 
finale de ces mêmes courbes. Celle-ci peut fort bien dépendre (et 
dépend, en effet, dans les problèmes re la t ivement simples auxque ls 
est consacré le présent Mémoire) de propriétés discont inues, arithmé
tiques des constantes d ' in tégra t ion . 

60. De quelle na tu re sont ces propriétés ? Pour nous borner aux 
cas que nous avons t r a i t é s , dans quelle voie doi t -on chercher à 
compléter la discussion que nous avons donnée des géodésiques sur 
les surfaces à courbures opposées et à connexion mul t ip le ? La 
première quest ion qui se pose à cet égard est la su ivan te : 

Nous avons vu que les géodésiques issues d 'un po in t quelconque (.) 

sont : 

i ° Les géodésiques fermées ou leurs asympto t iques , don t chacune 
est caractérisée pa r une espèce © de contours fermés, u n t y p e Ç de 
lignes jo ignant le point O à la géodésique fermée d'espèce vi'; 

2° Les géodésiques qui von t à l'infini, distr ibuées clans les diffé
rents angles <X> : chacun de ces angles est caractérisé p a r u n e nappe 
infinie et u n t y p e de lignes menées de O à la géodésique fermée 
correspondant à cette n a p p e ; 

3° Les géodésiques de la t roisième catégorie, qui sont des limites 
de celles que nous avons nommées en premier lieu. 

11 y aura i t lieu d 'é tudier Vordre circulaire dans lequel ces lignes 
sont rangées au tour de O. 

11 est d 'ail leurs clair qu' i l suffit de t rouver la d is t r ibut ion des 
géodésiques de la première sorte, car entre celles-là v i endron t 
év idemment ' se placer d 'eux-mêmes les angles X d ' une p a r t , les 
géodésiques de la troisième catégorie de l ' au t re . 

61 . L ' é tude de cet ordre circulaire est d'ailleurs simplifiée p a r 
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cette circonstance crue cet ordre ne dépend pas de la position du 
point O. 

En effet, lorsque ce point se déplace, deux lignes de symboles 
différents ne peuven t coïncider et, par conséquent , leur ordre reste 
invariable. 

Il résulte presque év idemment cle ce fait que, si deux symboles 
correspondent à deux géodésiques infiniment voisines, issues d 'un 
point O, ils donneront encore deux géodésiques infiniment voisines 
en un second point O ' ; et, effectivement, l 'on peu t démontrer 
directement/ que les asympto tes menées du point O' (suivant le 
t ype d 'un chemin OO ' déterminé) à deux géodésiques t rès voisines 
issues du point O, sont aussi très voisines l 'une de l 'autre . 

Supposons ma in t enan t que le point O revienne à sa position 
pr imit ive après s 'être déplacé le long d 'un certain contour fermé 
non réductible. Notre ordre circulaire ne sera pas altéré par cet te 
opérat ion, qui consiste à multiplier tous les types S envisagés t o u t à 
l 'heure par celui du contour en question (considéré comme jo ignant 
le point O à lui-même). 

Ainsi l'on devra t rouver , entre les symboles énumérés en i ° 
(numéro précédent) , un ordre circulaire qui ne change pas lorsqu'on 
multiplie tous les types par un même facteur quelconque. La détermi
nat ion générale des ordres jouissant de cet te propr ié té est, pa r 
conséquent, un problème dont la solution impor te ra i t à no t re 
objet. 

62. Quant à la méthode que nous avons employée, on peut la 
considérer comme une application de deux principes posés p a r 
M. Poincaré dans ses é tudes sur les équat ions différentielles. 

En premier lieu, nos conclusions m e t t e n t en évidence, une fois 
de plus, le rôle fondamenta l que joue dans ces questions Y Analysis 
situs. Qu'il soit absurde d 'étudier des courbes intégrales tracées 
dans un domaine déterminé sans faire ent rer en ligne de compte la 
forme même de ce domaine, c'est une véri té sur laquelle il p e u t 
sembler inutile d' insister longuement. Cette vér i té est cependant 
restée insoupçonnée j u s q u ' a u x t r a v a u x de M. Poincaré. 

E n second lieu, l ' impor tance que ce géomètre a reconnue a u x 
solutions périodiques, dans son Traité de Mécanique céleste, s'est 
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I1) Les méthodes nouvelles de lu Mécanique céleste, l. I, j>. Sa. 

manifestée également clans la quest ion actuelle. Ici encore, elles 
se sont montrées « la seule brèche pa r laquelle nous puissions essayer 
de pénét rer dans une place jusqu ' ic i r épu tée inabordable ( '). » 

D 'une façon plus précise, elles ont joué pour nous le rôle d 'une 
sorte de système de coordonnées auquel nous avons r a p p o r t é tou tes 
les autres géodésiques. 
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A U X 

D É R I V É E S P A R T I E L L E S 
RT 

LEUR SIGNIFICATION PHYSIQUE 

(Princeton L'nivsraity Bulletin, «go-j, p. /Ig-.ïa.) 

« La Physique ne nous donne pas seulement l'occasion de résoudre des problèmes..., 

elle nous fait pressentir la solution. » — P O I N C A I I É . 

Les pr incipaux problèmes que les géomètres ont été conduits à 
se poser re la t ivement aux équations aux dérivées partielles se 
ramènent à deux types généraux : — le problème de Dirichlet et 
ses analogues, dans lesquels la fonction inconnue, définie dans un 
certain domaine, doit vérifier, en chaque point de la frontière de 
ce domaine, une certaine condition (en supposant , pour fixer les 
idées, l 'équation du second ordre) ; le problème de Cauchy, dans 
lequel les conditions à remplir en chaque point de la frontière sont 
au nombre de deux, l 'une donnan t la valeur de la fonction en ce 
point et l 'autre la valeur d 'une de ses dérivées premières. 

Les deux problèmes ainsi posés se sont présentés dans t ou t e 
sorte cle questions de phys ique ma théma t ique . D 'au t re par t , on a 
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pu t rouver des cas très é tendus dans lesquels l 'un ou l ' au t re de .ces 
problèmes se présentai t comme par fa i t ement bien posé, je veux dire 
comme possible e t déterminé. 

Il est remarquable que ces deux circonstances soient i n t imemen t 
liées l 'une à l 'autre , et cela d 'une manière assez étroi te pour que 
deux problèmes tout à l'ait analogues en apparence puissent être 
l 'un possible et l ' aut re impossible, su ivant qu'ils correspondent ou 
non à une donnée physique. 

Rela t ivement à l 'équation de Laplace 

^ ' J ; II. ')'• Il O1 II 

à r - i)r- ôz-

c'est le problème de Dirichlet (ou l 'un de ses analogues) qui se 
présente clans les applications physiques . De l'ait, le problème de 
Dirichlet est un problème possible et déterminé. Considérons, au 
contraire, le problème de Cauchy relatif à l ' équat ion (A), c 'est-à-dire 
celui qui consiste à dé terminer pour x > o une Solution de cet te 
équat ion telle que l'on ait, pour x — o, 

ou. 

« = ( / . „ , , s r 

u„ et un é t an t deux fonctions données de y, z. Ce p rob lème, dépourvu 
de signification physique,.est. toujours possible lorsque u„ et son t 
des fonctions analyt iques. Mais on sait au jourd 'hui cm'il en est 
t o u t au t r emen t dans le cas général . 

D 'une manière plus précise, si l 'on suppose donnée t o u t d ' abord 
la fonction u„, la fonction u'„ est déterminée à une fonction ana ly t ique 
près, et la forme générale de u'u pourra s 'obtenir a isément par le 
moyen suivant : 

La fonction u„ é tant définie dans une certaine région du p lan de yz, 
envisageons un cercle C de ce p lan , ent ièrement s i tué dans la région 
en quest ion, et la demi-sphère S qui a ce cercle comme grand cercle 
et est située du côté des x positifs. 

La fonction inconnue u p o u r r a être, considérée comme déterminée 
pa r les valeurs qu'elle prend dans le cercle C (savoir les valeurs uv) 
et sur la surface hémisphér ique S, et l 'on peut former l 'expression 
de u à l 'aide de ces quan t i t é s , car le volume S est un de ceux pour 
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lesquels la solution du problème de Dirichlet est connue. 11 est 
aisé de voir que la par t ie qui correspond aux valeurs de u sur S 
représente toujours une fonction de x, y, z ana ly t ique aux environs 
de t o u t point intér ieur au cercle C, de sorte que l 'on a ce résul ta t : 

Soit W le potent iel d 'une double couche dis t r ibuée sur le p lan 
de yz, l 'épaisseur de cette double couche en chaque point é t a n t 
représentée par ua. Le problème de Cauchy n 'es t possible que si 
l'on a 

i o W , 
u„— - — - ~i-<I>. 

'?. 7 7 n.r 

<f> é tan t une fonction analytique de y et de z. 
Considérons ma in t enan t l 'équation du son 

, O-U rj!lt ^ n! II '}-!/ 

o./r ay'1 n v:'- ol-

L'é tude de la propagat ion du son condui t à poser, pour cet te 
équat ion, le problème de Cauchy, ce problème é tan t , ici, le suivant : 
« Déterminer pour i > o une solution u de l 'équat ion précédente , 
telle que l'on ait, pour t = o, 

« _ U , ^ = U'. 

U, U' é tant des fonctions données de x, y, z. » Un tel problème est, 
en général, possible et déterminé. Sa solution est donnée par la 
formule de Poisson 

iH.r, y, t)=j-[(V)l] + ( L ' U , 

où (U) et (U') sont les valeurs moyennes de U et de U ' sur la sphère 
de centre x, y, z et de rayon t. 

Mais il faudrait se garder d'énoncer cet te conclusion sous la forme 
suivante : « Le problème de Cauchy, relatif à l ' équat ion (B), est 
possible et déterminé. » 

En effet, si cet te conclusion est vraie pour le problème que nous 
venons cle considérer, clans lequel on prend t pour variable principale, 
elle est, au contraire, inexacte , pour la même équation (B), lorsque 
la var iable principale est x, y ou z, c'est-à-dire pour le problème suivant : 
« Trouver , pour x > o, une solution u de l ' équat ion (B) telle que l 'on 
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ait , pour x = o, 
NU

LL = , L „ , - K _ = « 

un et u'0 é t an t des fonctions données de y, z et L » 
Prenons , en effet, un cas par t icul ier , celui où les fonctions it 0 , u'„ 

sont indépendan tes de t. Dans ce cas, si la solution cherchée u est 
unique, elle sera cer ta inement i n d é p e n d a n t e de t. Mais alors l 'équa
t ion (B) se rédui t à (A) et, d 'après ce qui précède, le problème de 
Cauehy sera, en général, impossible. 

Res te à savoir s'il ne peu t pas exister une infinité cle solutions u 

prenan t , ainsi que ^ > les mêmes valeurs pour 3 = 0 . Il est clair 

que cet te ques t ion revient à la su ivante : L ' équa t ion (B) peut-elle 
a d m e t t r e une solution u, définie pour x > o et s ' annu l an t ainsi 

que pour x = o (sans que u soit i den t iquement nul) . 

Une telle solution u sera définie seulement pour les valeurs posit ives 
de x. Mais on pourra é tendre sa définition aux valeurs négatives de 
cette var iable , en posant 

U ( - X , Y , 5 , 1 ) = Z I H J C , Y , S , T ) , 

et une telle extension respectera la cont inui té de u et de ses dérivées 
pour x = o. 

Dès lors, on pourra considérer la fonction u comme définie pa r 
ses vaieurs U et les valeurs U ' de sa dérivée par r appor t à t, p o u r t = o, 
et la représenter pa r la formule de Poisson, p récédemment rappelée. 
Pour que l 'expression ainsi écrite vérifie les condit ions initiales 
données, il faudra i t que l 'on ait, pour x = o, 

( n ^ [ < U K l + (.U')f- = u . 

Mais (U) et (U') sont év idemment des fonctions paires de t. Pa r 
conséquent , dans chacune des deux relat ions précédentes , les deux 
t e rmes du premier membre devron t ê t re nuls séparément . Si l 'on 

r e m a r q u e encore que l 'égalité j [(U) .t] = o en t ra îne (U) = 0, si 

' H A D A M A R D . — J I H H l . l ' i . 2 S 
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Ton suppose (comme c'est, le cas ici) U fini pour t = o, on voit que 

l 'on est ramené au problème suivant : 

Comment doit être choisie une fonction continue N (x, y, z) pour 

que l'intégrale double 

( 3 I / / Vr/S, 

étendue à la surface de la sphère ï, qui a pour centre (O, ya, z„) et pour 
rayon t (autrement dit d'une sphère quelconque ayant son centre dans le 
plan x = o), soit nulle, quels que soient y„, zu et t ? 

L'une quelconque des fonctions 

, , • '>i a i . ' v . U . — ) —-

devra vérifier la condition qui précède. 
Pour résoudre le problème que nous venons de poser, laissons 

d 'abord la fonction V quelconque et désignons par (I>(y„, z0, t) la 
quan t i t é (3). Nous pouvons remarquer tou t d 'abord que la connais
sance de la fonction <1> entraîne celle de la fonction 

'4"<.»'••! 3IH
 t,=zJ J f v > b ' 

où l'intégrale est é t endue au volume de la sphère X. On a 

<.'H 'II,.r,„ -•„, /) — f <ï>dt. 

Or, on peut écrire 
• \ ( | * / ' 

(.ri! ^ - = 7 / / V ( , r — .)•„ I rfS. 

l ' intégrale double é tan t toujours étendue à la surface de S . C'est, en 
effet, ce que l'on reconnaît en considérant la différence des deux 
intégrales 

(lesquelles sont deux intégrales triples étendues à deux sphères 1 
et 2 ' de même rayon, mais cle centres différents), comme la diffé
rence algébrique de deux intégrales é tendues, l 'une à la région 
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extér ieure à H et intér ieure à l ' au t re à la région extér ieure à et 
in tér ieure à Ü. Il est essentiel d 'observer que ce raisonnement ne 
suppose pour V d'autre propriété que d'être continue. 

On aura de même * 

D'après cela, si la fonction V est choisie de manière à annuler ident i 
quemen t $>(yn, z0, t), elle annulera aussi les quant i t és 

Mais on peu t raisonner sur ces dernières comme sur la première 
et, en con t inuan t ainsi, on voi t que l ' intégrale 

II 
est nulle quels que soient les entiers positifs h et k. 

Or, la fonction 

est (quels que soient les nombres y , . , z, et (J.) développable en série 
entière pa r r a p p o r t k y — y, et z — z, et uniformément convergente . 
Si, comme nous le supposons, V est p a r t o u t fini, on p o u r r a donc 
écrire 

Ji 
Mais, si nous faisons tendre [J- vers + oo, la limite du premier m e m b r e 
(en supposan t que la droi te y — yt, z = z,, coupe 21 et dés ignant 
p a r -f- x l 'abscisse du point d ' intersect ion) est, à un facteur indiffé
r e n t près , 

Ceci devan t ê t re nul pour t o u s les systèmes de valeurs de x]fyt) z,, 
la fonction V doit être impaire par rapport à x. 

Inversement , s'il en est ainsi, l ' intégrale (3) sera bien nulle. 
Revenons ma in t enan t à nos fonctions U, U ' . Il résul te de ce qui 

précède que U est impair pa r r a p p o r t à x, et qu' i l en est de même 
, au 
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(*) Avant de livrer le présent article à l'impression, j'ai connaissance ( H A M E L , 

Ueher die Geometrieen in denen die Geraden die Kürzesien sind, p. 73 et suiv.; Göttin
gen, 1901) d'une méthode proposée par M. Holmgren pour montrer l'unicité de la 

solution de certaines équations aux dérivées partielles, et qui s'appliquerait aisément 

au problème que nous venons de traiter. La méthode donnée dans le texte a été 

indiquée dans ma Notice sur mes travaux scientifiques (Gauthier-Villars, Paris, 

février 1901). 

• Note du Comité de rédaction. —- On pourra comparer les résultats de ce Mémoire, 

et du. suivant à ceux de M. Picard {Journal de Math., 4 e série, t. VI, 1890, p. 170). 

Voir aussi E. P I C A R D : leçons sur quelques types simples d'équations aux dérivés 
partielles, 1927, p. 206-208. 

Or, si ?~ est une fonction impaire, U est une fonction pa i re . 

Donc U est iden t iquement nul. 
D 'au t re par t , le même raisonnement s 'applique à la quan t i t é U ' . 

Ces deux quant i tés faisant connaître la solution cherchée u, en 
ver tu de la formule de Poisson, nous avons démont ré la proposit ion 
suivante : 

La seule solution de l'équation (B), qui, pour x = o, satisfasse aux 

conditions u„ = u„ = o, est identiquement nulle. 

Autrement di t , le problème de Cauchy relatif à l ' équat ion (B), 
avec z = o comme mult ipl ici té initiale, ne peu t être indé terminé . 
Il en résulte, comme nous l 'avons vu, qu'i l est en général impos
sible. 

Ceci nous fournit la conclusion que nous nous proposions de 
me t t r e en évidence, je veux dire la profonde différence qui existe 
entre le problème de Cauchy relatif à f 'équation (B), fa mult ipl ici té 
initiale é tant t = o, et le problème analogue pour le cas oïi les 
données initiales sont relatives à x = o. La théorie de ce second 
problème, bien loin d 'ê t re ident ique à celle du premier, se rappro
chera, nous venons de le voir, de la théorie des équat ions à caracté
ristiques imaginaires ( '). 



Q U E L Q U E S C A S D ' I M P O S S I B I L I T É 

nu 

P R O B L È M E D E C A U C H Y 

(In Memoriam N. I. Lobacevxki, vol. II, igaC.) 

Les t r a v a u x de Cauchy et, sous une l'orme plus claire et plus 
a isément accessible, la fameuse démons t ra t ion de Sophie Kowalewski 
ont établi u n théorème fondamenta l d 'existence pou r les équat ions 
aux dérivées partielles. En se b o r n a n t , pour prendre le cas le plus 
in téressant , à une équation du second ordre, et en appe lan t x,x,,..., x„ 
les variables indépendantes , ce théorème peu t s 'énoncer de la manière 
su ivan te : 

L'équation aux dérivées partielles 

, , à°-z ' / dz ds d*z d*s \ .... . 
v ox1 \ die axi ôxôxi ûxiûxt/ 

dans laquelle le second membre contient ou peut contenir toutes les 
variables indépendantes, la fonction inconnue, toutes ses dérivées du 
premier ou du second ordre, à l'exception de celle qui figure au premier 
membre, et est holomorphe par rapport à ces quantités, admet une 
solution holomorphe en x, et une seule, satisfaisant aux conditions 
initiales 

S = f(.Tt, . . . ) Xn), 
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(*) Il y aurait lieu de préciser les domaines dans lesquels les fonctions F, /, g sont 

supposées holomorphes; mais ce point est sans intérêt pour la suite du présent article. 

( 2) Tome III, Livre VII , Chapitre V. 

( 3) Tome I, n°s 41-45. 

pour x=o, fetg étant des fonctions holomorphesdonnêes(1 ) dex,,x,,...,x„. 

Plus généralement, au lieu de l 'hyperplan x = o, on peut consi

dérer une hypevsurface 

(yi ï (••<"> -'V • • • ' •''") = " 

et, en chaque point de cette hypersurfaee, se donner la valeur de 
l ' inconnue z et" d 'une de ses dérivées premières [convenablement 
choisie, c'est-à-dire dans une direction non t a n g e n t e à (y)]. Le 
problème de Cauchy consistera à t rouver une fonction z des variables 
indépendantes x sat isfaisant non seulement à l ' équat ion aux dérivées 
partielles (équation « indéfinie ») pour tou te s les valeurs des x-„ 
mais en outre, en tous les points de (y), a u x « condit ions définies », 
— ici « conditions cle Cauchy », — dont nous venons de parler. 

S'il n ' y a que deux variables indépendantes x et y, considérées 
comme coordonnées rectangulaires d 'un point du plan, les conditions 
de Cauchy sont relatives à une certaine courbe (y) du plan des x, y, 
et reviennent à dire que la surface représenta t ive de la fonction z 
cherchée doit passer pa r une certaine courbe (F) de l 'espace, — 
projetée suivant (y), - et être inscrite su ivant cet te courbe, à une 
développable donnée. 

E n général, les données ainsi spécifiées, jointes à l 'équat ion aux 
dérivées partielles, p e r m e t t e n t de calculer, en un point quelconque 
de la multiplicité init iale (y), les dérivées secondes et plus généra
lement les dérivées des ordres successifs cle la fonction z cherchée. 
Ce calcul est bien connu pour une équat ion linéaire pa r r appor t 
aux dérivées secondes r, s, t ou, un peu plus généralement, pour 
une équat ion de Monge-Ampère, linéaire par rappor t à r, s, t, rt — s" : 
c'est celui qui est exposé dans les Leçons sur la Théorie des surfaces 
de Darboux ( a) et dans les Leçons sur l'intégration des équations aux 
dérivées partielles du second ordre de M. Goursat ( : l). 

Si, au contraire, et cela en tou t point de (y), la recherche des 
valeurs numériques des quant i tés en quest ion devient un problème 
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indé terminé , c'est que (y) ou, plus exac temen t le sys tème de données 
cle Cauchy ainsi considérées, est caractéristique. La condit ion pour 
qu'i l en soit ainsi est, pour l ' équat ion 

l\r - + - 9.Ss i 'I'/ -!- Il = o 

( R, S, T, H fonctions de x, y, z, p, q) 

\0.rJ O.r- t)y \ r)r / 

Pour une équat ion de forme quelconque, la condit ion est de même 
forme, mais R, S, T désigneront les dérivées part iel les du dernier 
membre de l 'équation par r a p p o r t à r, s, t respect ivement . L ' ex ten
sion de ce résul ta t , c'est-à-dire la format ion de la condi t ion analogue 
à (2), pour une équation à un nombre quelconque de var iables 
indépendantes , se fait d 'el le-même. 

Le théorème de Cauchy-Kowalewski se t r anspor t e i m m é d i a t e m e n t 
moyennan t une t ransformat ion ponctuelle, à une mult ipl ici té 
initiale (y) quelconque (c 'est-à-dire ne correspondant pas en général 
à x = o) : il exprime alors que le problème de Cauchy cor respondant 
est possible et déterminé du m o m e n t que les données n 'en sont pas 
caractéris t iques. 

Ce théorème, qui s 'établit pa r la mé thode bien connue des séries 
majorantes , — le Calcul des limites de Cauchy, — appara î t immé
d ia tement comme l 'analogue exact de celui pa r lequel le grand 
géomètre a fondé la théorie des équat ions différentielles ordinaires. 

Mais on sait que ce dernier a reçu, t a n t de Cauchy lu i -même que 
de ses successeurs, des démons t ra t ions a p p a r t e n a n t à deux catégories 
différentes. Les unes p rennen t comme point de dépa r t le calcul des 
limites : elles supposent alors l ' équat ion différentielle a n a l y t i q u e ; 
les autres (méthode de Cauchy-Lipschi tz , méthode de M. Picard) 
procèdent p a r approximat ions successives : on p e u t les développer 
en res tan t exclusivement dans le domaine réel et, dans ce cas, ne 
supposer en aucune façon l ' analy t ic i té de l ' équat ion. Le t héo rème 
fondamenta l de la théorie des équat ions différentielles ordinaires 
est donc établi sans qu 'on ai t , à beaucoup près, à faire cet te hypo
thèse — en réali té , moyennan t des conditions t rès simples et t r è s peu 
restr ict ives concernant la forme de l 'équat ion. 

file:///0.rJ
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Que deviennent ces conclusions lorsqu'on passe des équat ions 
différentielles ordinaires aux équat ions aux dérivées partielles ? 

L'existence des caractérist iques consti tue év idemment une première 
par t icular i té ent ièrement nouvelle et propre à cet te seconde théor ie . 

Supposons m a i n t e n a n t que (y) ne soit pas une caractér is t ique. 
Si, en outre, tou tes les données de la quest ion sont, ana ly t iques , 
c'est-à-dire si le premier membre de l 'équation aux dérivées partielles 
est holomorphe p a r r appor t à toutes les quant i tés qui y figurent, 
du moins pour tou tes les valeurs que ces quan t i t é s sont susceptibles 
de prendre , en ve r tu des conditions initiales données, le long d 'un 
certain arc de (y) et s'il en est de même pour le premier membre de 

l 'équat ion de (y) avec, pa r exemple, > o le long du même arc , 

ainsi que pour les fonctions 

/ ( ) ' ) , 

#(.)•)• 

qui expriment , dans ce cas, les données de Cauchy, la démonst ra t ion 
de Sophie Kowalewski établi t que le problème admet une solution 
holomorphe et n 'en admet qu 'une seule. 

Cette démonst ra t ion est, comme on sait , fondée sur l 'emploi clu 
calcul des limites. 

On a souvent admis, plus ou moins impl ic i tement , qu 'un tel 
résul ta t subsiste lorsque les données ne sont plus ana ly t iques ; et 
l 'on a même essayé de l 'établir par des méthodes d ' approx imat ions 
sriccessives inspirées de celles qui s 'appl iquent a u x équat ions diffé
rentielles ordinaires. De telles méthodes , à la suite des t r a v a u x de 
M. Picard, se sont montrées effectivement fécondes pour l 'étude de 
certains cas é tendus et impor t an t s du problème. Mais dans le cas 
général, elles é taient pa r avance vouées à un échec certain, car le 
résul ta t qu'elles ava ien t pour b u t de démont re r est inexact . 

Une part ie semble, jusqu ' à nouvel ordre, devoir en subsister. 
On p e u t encore dire que le problème de Cauchy (les données é tan t , 
bien entendu, supposées non caractéristiques) a, au plus, une solution. 
C'est ce qui a été établi , du moins pour l ' équat ion ent iè rement 
linéaire, c'est-à-dire linéaire pa r rappor t à z, p, q, r, s, t, pa r M. Holm-
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Il est t o u t d 'abord une sorte de problème de Cauchy correspondant 
à cet te équa t ion , et don t l ' impossibil i té est bien connue. C'est la 
ques t ion qui consiste à dé te rminer une solution z de l ' équat ion dans 
une aire déterminée du p lan de maniè re à ce que z d 'une p a r t , et 
sa dérivée normale de l ' au t re , p r ennen t des valeurs assignées d ' avance 
en chaque point de la frontière. On sait que, si la solut ion cherchée 
doit ê t re régulière dans t o u t e l 'aire en question, on n ' a le droit de 
choisir a rb i t ra i rement , le long de la frontière, q u ' u n e seule des 
valeurs numér iques précédentes , celle de z (problème de Dirichlet) 
ou celle cle la dérivée normale (problème de Neumann) ; et, de fait, 
il est aisé de former une infinité de relations auxquel les doivent 
satisfaire les données de Cauchy le long du contour frontière pour 
q u ' u n e solution de l'espèce considérée puisse subsister. 

Mais ceci n 'es t pas une réponse décisive à la quest ion posée. Nous 
venons en effet de nous placer dans des conditions t rès différentes 
de celles que considère le r a i sonnement classique de Sophie Kowa
lewski, puisque nous venons de par ler d 'une solution définie, non 
seulement aux environs de t o u t le contour qui po r t e les données , 
mais dans t o u t e l'aire l imitée p a r ce contour, en l ' as t re ignant à 
ê t re dépourvue de tou te s ingulari té dans t o u t l ' intérieur de cet te aire. 
Le théorème fondamenta l de Cauchy-Kowalewslci ne p r é t end a u 

(*) Offersigt af Kongl. Vetensk. Akad. Förh., 9 janvier 1901, p. g i - i o 5 . 
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gren (') lorsque les coefficients sont supposés fonctions ana ly t iques 
et holomorphes des variables indépendan tes . La démons t ra t ion n ' a 
pas pu jusqu ' ic i être é tendue au cas des coefficients non ana ly t iques , 
ou à l ' équat ion non linéaire, de sorte que, r igoureusement pa r l an t , 
la quest ion reste encore ouver te . 

Par contre , on peut affirmer que pour les équat ions à caractéris
t iques imaginaires (cas elliptique), soit R T — - S 2 > o, ou à carac té
r is t iques confondues (cas parabolique, R T — S" = o), le p roblème 
de Cauchy est en général impossible lorsque les données ne sont 
plus supposées analyt iques . 

Considérons la plus connue des équat ions du t y p e ell iptique, 
l ' équat ion des potent ie ls 
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(*) Rappelons toutefois que, à cet égard, le résultat a été complété par les recherches 

de. M. G O U R S A T (Bull. Soc. Math, franc., t. X X X I V , 1906, p. 85-ioS). 

(2) Sur les lignes singulières des fonctions analytiques, 1887, p. 19-21, 

contraire , définir la solution que dans un voisinage convenablement 

choisi de la mult ipl ici té initiale et même (') d 'une por t ion, elle-même 

suffisamment pet i te , de cet te multiplicité ini t iale. 

Il convient donc de prendre la quest ion sous ce même point de 

vue , et de la poser exac tement comme Cauchy, à ceci près que les 

données ne seront plus supposées ana ly t iques . Cherchons donc, 

pour l 'équation (3), une solution z qu'il ne nous incombera de définir 

que pour les valeurs suffisamment peti tes de x et pour les valeurs 

de y comprises dans un intervalle suffisamment pe t i t (2 /1 ,2 /2 ) - C'est 

en particulier, seulement dans cet interval le ( y { , y 2 ) de var ia t ion 

de y que seront imposées, pour x — 0, les conditions de Cauchy 

dz . . 

^ = ^ ) -

Ce n 'est pas t o u t : les problèmes de cet te espèce exigent, pour 

-être posés d 'une manière ne t te , des spécifications complémentaires 

sur lesquelles les au teurs n ' on t peut-ê t re pas toujours assez insisté, 

malgré les remarques fondamentales que cont ient sur ce point la 

Thèse de M. Painlevé ( 2 ) . 

Se proposera-t-on de t r ouve r une solution z définie des deux côtés 

de la droite x — 0, cle telle manière que le segment considéré de cet te 

droite (ou, si l'on veu t , t o u t segment s t r ic tement in tér ieur à celui-là) 

soit intérieur au domaine d'existence de z ? Dans ce cas, la quest ion 

serait immédia tement jugée dans le sens de la négat ive . On sait , 

en effet, que, à l ' intér ieur de son domaine d 'existence, une fonction 

harmonique est ana ly t ique pa r rappor t aux variables dont elle 

dépend. Dans ces condit ions, il est clair que le problème de Cauchy 

tel que nous venons de le poser est nécessairement impossible si les 

fonctions / et g ne sont pas toutes deux ana ly t iques . 

La question n 'exis te donc qu 'en ce qui concerne une solution 

définie d 'un seul côté de la droite x = 0, laquelle sera en général 

frontière de son domaine d'existence. On voi t donc que t o u t sys tème 
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Quoi qu'i l en soit cle cet te dernière condition, on peu t , comme je 
l'ai mon t ré récemment ( '), décider la question, pou r no t r e équa t ion 
du potent ie l , d 'une manière t o u t à fait in tu i t ive et qui ne fait inter
venir au fond que le principe men t ionné t o u t à l 'heure de l 'analyt ic i té 
des solutions. Ce principe a, en effet, été précisé ( 2) de la manière 
su ivan te : 

Si deux fonctions harmoniques z,, z s , définies respectivement dans 
deux domaines Di} D a adjacents l'un à l'autre suivant un arc frontière 
commun L, ont en chaque point de cet arc même valeur numérique et 
même dérivée suivant la normale à L, elles forment par leur ensemble 
une fonction harmonique unique, régulière (et, p a r conséquent , 
analytique) dans le domaine D, - f - D 2 . 

(1) Lectures on Cauchy's problem in linear partial differential equations, Now-Haven-
London, iga3 , Chap. I. 

(a) Voir DoHBM, Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique, t . I, p. 168-169. 

de données de l'espèce précédente pose deux problèmes de Cauchy, 
l 'un dans la région x > o, l ' au t re dans la région * < o. 

De plus, le sens des condit ions a u x limites imposées à z doit 
év idemment être précisé. Celui qu'i l faut a t t r ibuer aux mots : 
« z doit p rendre les valeurs f(y) pour x = o », l'a é té pa r M. Pa in levé 
dans le t ravai l cité, et nous conviendrons qu 'une précision analogue 

s 'applique à la fonction Si nous entendons les choses ainsi, les 

fonctions z et devront ê t re cont inues pa r r appor t à l 'ensemble des 

deux variables x et y dans le domaine o < x < a (ou o > x > — a) , 
y\ + £ < y < t/2 — £, a et s é t a n t des nombres positifs convenable
ment choisis. Ceci implique en par t icul ier que les fonct ions / et g 
devront être données cont inues. 

Quan t aux dérivées d 'ordre supérieur , leur existence p e u t ê t re 
ou non supposée à la frontière, c 'est-à-dire sur la droi te x — o 
el le-même; mais pour x n o n nu l , l 'existence m ê m e de l ' équat ion , 
à moins de nouvelles convent ions sur le sens qu' i l faut lui a t t r ibue r , 
suppose impl ic i tement l 'existence de deux au moins d ' en t re elles, 
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Or, il ressort déjà de là que, si les fonctions f(y) et g (y) ne sont 
pus toutes deux analyt iques , il ne peut jamais arriver que le problème 
de Cauchy correspondant soit à la fois possible des deux côtés de la 
droite frontière x = o, puisque, alors, l 'ensemble des deux solutions 
obtenues relèverait nécessairement du théorème que nous venons 
d'énoncer. 

C'est déjà dire que l 'impossibilité du problème est le cas général 
puisque, des deux problèmes tou t analogues qui se posent respecti
vement des deux côtés de notre droite (ou même d 'une ligne quel
conque), il y en a au moins un pour lequel ce t te impossibil i té se 
présente . 

Peut-on établir en t ou t e rigueur qu'elle a lieu, sauf dans des cas 
à déterminer, pour chacun des deux problèmes en quest ion, et non 
pas seulement pour l 'un d 'entre e u x ? C'est ce qui est aisé dans le 
cas où nous venons de nous placer, celui où la mult ipl ici té init iale 
est la droite x = o. Supposons d 'abord que l 'une des fonctions /, g soit 
nulle. Si c'est, pa r exemple, la première, c 'est-à-dire si z doit être 
nul avec x, cet te quan t i t é , supposée définie pour x = o, pour ra 
l 'être également dans la région i ^ o à l 'aide de la relation 

z(—,z; .)')=- z(x,y) 

et ce prolongement se fera avec cont inui té de z et de sa dérivée 
pa r rappor t à x. Nous sommes dès lors r amené au cas précédent , 
et l 'on voit que, lorsque f est nul, le problème de Cauchy (et même 
chacun des deux problèmes de Cauchy) est impossible dès que g n'est 
pas analytique. 

Soit ma in t enan t / quelconque (non ana ly t ique , sans quoi la 
réponse serait év idemment encore la même) nous pouvons immédia
t e m e n t indiquer une fonction ha rmonique qui se réduise à f(y) 

pour x = o, à savoir, au facteur ^ près, le potent ie l logar i thmique 

de double couche de densi té / étalée sur no t re droi te . Toute au t r e 
solution de l 'équat ion p renan t sur cet te droi te les mêmes valeurs 
se dédui t de la première pa r addi t ion d 'une fonction nulle avec x, 
donc, comme nous venons de le voir, d 'une fonction analyt ique en x 
et y dans le voisinage de x — o. 

Ainsi, pour la possibilité du problème, la fonction g (y) doit être le 
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(*•) Bulletin de l'Université de Princeton, t. X I I I , 1902. 

produit de ^ par la dérivée normale du potentiel logarithmique de double 

couche de densité f, ou ce produit augmenté d'une fonction analytique 
de y. 

Ce résul ta t , avec sa démons t r a t ion , s 'étend de lu i -même l^au 

remplacement près des potent ie ls logar i thmiques pa r les potent ie ls 

newtoniens et du facteur ^ pa r à l 'équat ion des potent ie ls dans 

l 'espace, ou même dans un espace à un nombre quelconque de 
dimensions. 

Dans le plan, il s 'étend également sans difficulté au cas où la 
droi te x = a est remplacée pa r u n arc ana ly t ique régulier quelconque : 
il suffit év idemment de passer de cet arc à une droi te p a r une t r ans 
formation conforme. Sur u n tel arc, la dis t r ibut ion des va leurs de 

la dérivée normale ^ devra donc être ana ly t ique s'il en est ainsi 

pour les va leurs de z lu i -même; dans le cas contrai re , on peu t , p a r 
exemple, adjoindre à l 'arc donné u n au t r e arc de même ex t rémi té 
de manière à délimiter une cer ta ine aire S, résoudre, pour cet te aire, 
le problème de Dirichlet avec les va leurs données de z sur l 'arc 
donné et des valeurs arbi t raires sur le reste du con tou r ; on aura 
ainsi une dis t r ibut ion possible de valeurs de la dérivée normale et, 
d 'après ce qui précède, t o u t e au t r e d is t r ibut ion r e n d a n t le problème 
possible (même d'un côté de l 'arc donné) se déduira de celle-là p a r 
l ' addi t ion de valeurs distr ibuées ana ly t iquement . 

P a r contre , ce mode de démons t ra t ion ne s ' é tendra i t pas à une 
surface ana ly t ique de l 'espace, puisque, en dehors du cas d 'une 
sphère, une telle surface ne p e u t pas ê t re ramenée à un p lan pa r 
t ransformat ion conforme. Il ne s ' é tendra i t pas, même dans le p lan , 
à une équat ion du t y p e el l ipt ique au t re que celle du potent ie l . La 
première par t i e de no t re r a i sonnement subsis tant alors seule, nous 
pouvons seulement affirmer que , si l'une des données est distribuée 
analytiquement, et non l'autre, le problème de Cauchy n'est possible 
tout au plus que d'un seul côté cle la frontière (analytique) donnée. 

Mais on peu t arriver à exclure même cette possibil i té uni la téra le 
en s ' inspirant de la première m é t h o d e que nous avons proposée ( 4) 
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(x) Enzyklopädie der Math. Wies., a e édition, iga4-
( 2) Dérivée conormale de M . D ' A D H É M A R , Voir nos Lectures on Cauchy's problem, etc., 

Livre II, Chap. II, n° 40. 
(3) Lectures on Cauchy's problem, etc., Livre II, Chap. III. 
(4) Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, t. X X X I I I , 1908. 

pour résoudre cette quest ion. L 'équat ion aux dérivées partielles é t a n t 
une équation linéaire quelconque du second ordre a p p a r t e n a n t au 
t y p e elliptique et à coefficients analyt iques , complétons encore la 
frontière donnée (y) (convenablement limitée en tous sens, au besoin) 
par une aut re (y'), de manière à délimiter un domaine fini D. Si, 
comme nous avons le droi t de le supposer, ce domaine est suffisam
ment peu é tendu dans tou tes ses dimensions, une fonction z p r e n a n t 
des valeurs données sur (y) sera déterminée si l 'on se donne en ou t re 
ses valeurs sur (y'). La théorie du problème de Dirichlet ainsi posé 
est aujourd 'hui fort avancée, et des recherches de ces dernières 
années, exposées dans u n récent article (') dont je dois l 'obligeante 
communicat ion à M. Lichtenstein, ressort la possibilité de lui faire 
suivre une marche t o u t analogue à celle que l 'on doit aux t r a v a u x 
de Neumann et de M. Fredholm dans la théorie du potent ie l ordinaire. 
Si [en particulier, dans u n t ravai l de M. Sternberg annoncé clans 
l 'article ci-dessus ment ionné de M. Lichtenste in (p. i3oo) et don t 
je n ' a i pu prendre connaissance jusqu ' ic i] , cet te analogie a pu être 
rendue complète, c 'est-à-dire si le problème est r amené à la résolution 
d 'une équat ion intégrale de Fredholm 

K ( M , P ) = / C - ^ - M ( M , P ) 

ayan t pour noyau, à u n facteur numér ique k près dépendant du 
nombre des dimensions, la dérivée t ransversa le (-) de la solution 
élémentaire (:1) u de l 'équat ion, la démons t ra t ion que nous avons 
en vue s'ensuit sans difficulté, par la voie indiquée dans mon Mémoire 
Sur le problème d'analyse relatif à l'équilibre des plaques élastiques 
encastrées ("). Le noyau é tan t analyt ique pa r r appor t aux coordon
nées qui définissent la position du point M, la formule de Fredholm 
mon t re qu'il en sera de même de la solution de l 'équat ion intégrale , 
c'est-à-dire de la densi té du potentiel cle double couche 

f* (l 

(4) p i > y - « ( M , l?)do-p 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 9.3l 

qui, M é t an t pris quelconque dans D, représentera la solution du 
problème de Dirichlet. 

Le ra isonnement pa r lequel M. Bruns (') d é m o n t r e l ' analyt ic i té 
d'un potentiel de double couche é tendue sur une surface ana ly t ique 
et à densité analyt ique, donc aussi l 'analyt ic i té de sa dérivée normale 
en un point de la couche a t t i r an t e , s 'étend de lui -même à t o u t e 
expression telle que (4) dédui te d 'une équat ion linéaire à coefficients 
analyt iques . 

Un problème de géométrie bien connu relève du problème de 
Cauchy pour une équat ion du t y p e ell iptique : c 'est celui qui consiste 
à t rouver une surface min ima 2 passan t pa r une courbe donnée et 
inscrite suivant cette courbe à une développable donnée. 

La solution bien connue de Schwarz (-) suppose bien les données 
analyt iques , puisqu'elle repose sur l 'extension au domaine complexe 
de fonctions supposées données dans le domaine réel. 

E n fait, le problème, conformément à la solution an tér ieure 
donnée pa r O. Bonnet se r a m è n e i m m é d i a t e m e n t au problème 
de Cauchy pour l 'équat ion (3). La représenta t ion sphér ique de la 
surface cherchée en const i tue une représenta t ion conforme et, 
si £, Y] désignent des coordonnées isothermes sur la sphère (par exemple 
les coordonnées rectangulaires d 'une projection s té réographique de 
cette sphère), les coordonnées rectangulaires x, y, z de la surface 
minima S sont des fonctions ha rmoniques de i- et de Y). A la dévelop
pable donnée à laquelle 2 est assujett ie à être inscri te correspondra , 

il ; ' 

C1) Journal de Crelle, t. L X X X I , 1877, p. 3/lg. Voir aussi notre Mémoire ci-dessus 

cité sur l'écpiilibre des plaques élastiques. 

( 2 ) S C H W A B Z , Miszellen aus dem Gebiete der Minimalflächen, Journal de Crelle, 
t. L X X X , 1878, p. 280 (Gesammelte Abhandlungen, t. I, p. 168). V o i r i e s Leçons sur 
la théorie des surfaces, de D A B B O U X , t. I, Livre III, Chap. VIII . 

(3) La solution d'O. B O N N E T (Comptes rendus Acad. Sc., t. X L , r855, p. 1107 et 

t. XLII , i856, p. 532; voir D A R B O U X , loc. cit.) ainsi cju'il était naturel au temps où 

elle a été obtenue, repose sur le calcul de deux fonctions l'une de \ , l'autre de r), sans 

spécifier explicitement si ces quantités sont connues sur une ligne du plan complexe 

ou dans toute une aire finie de ce plan. En fait, c'est le second cas qui est réalisé : 

la solution d'O. Bonnet s'applique à la recherche d'une surface minima remplissant 

les conditions données en tout point réel ou imaginaire de la ligne (c). 

La solution de BJOHLING (Grünert Archivs, t. IV, i8/j.4) appelle les mêmes obser

vations, avec un peu plus de complication dans les calculs. 
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sur la sphère, une ligne connue (y) ; à chaque point de celle-ci corres
pondron t des valeurs connues de x, y, z et aussi des valeurs connues 
de leurs dérivées su ivant une direction normale à (y) et t a n g e n t e 
à la sphère : ces dernières se déduiront des quan t i t é s analogues prises 
sur la surface minima [à savoir des cosinus directeurs de la normale n 
à la ligne donnée (c) t racée dans le plan t a n g e n t à la développable] 
en t enan t compte du rappor t de similitude de la représenta t ion 
conforme au point considéré, lequel est égal au r appor t des arcs 
correspondants de (c) et de (y). Ainsi, x, y, z, fonctions harmoniques 
de £ et de Y) seront définies par des conditions de Cauchy données en 
chaque point de (y). 

Dès lors, d 'après ce qui précède, si cette ligne (y) est analyt iqi ie , 
c'est-à-dire si le cône directeur de la développable D est analytique, il 
faudra, pour la possibilité du problème, que la ligne (c) le soit également 
[moyennant quoi il en sera de même pour la correspondance ent re 
ces deux lignes et, pa r conséquent, pour x, y, z considérés comme 
fonctions de l 'arc de (y)]. 

Toutes les circonstances que nous avons notées en par lan t précé
demment du problème de Cauchy pour les fonctions harmoniques 
doivent évidemment se re t rouver dans le problème actuel qui se 
ramène au premier. Si donc les lignes (c), (y) sont fermées, la première 
devan t consti tuer le contour d 'une por t ion régulière de la surface, 
il n 'est pas é tonnan t que le problème correctement posé — à savoir 
le problème de P la t eau — soit à celui qu 'a résolu Schwarz ce qu 'es t 
le problème de Dirichlet au problème de Cauchy. Dans ce cas, égale
ment , il est clair qu 'on pourra écrire, abs t rac t ion faite de l 'analyt ici té 
telle que nous venons de la constater, une infinité de conditions de 
possibilité déduites des équat ions générales 

f(YÊk- * m)ch =f (v m - ?aw)da {vÊi-sÊï) fc0> 
dans lesquelles V est n ' impor te quelle fonction harmonique et 
régulière en £, -q et don t les premiers membres , intégrales curvilignes 
étendues à la project ion stéréographique (SX désignant la normale 
et a l 'arc de cette projection), peuvent également être considérés 
comme relatifs à (y) elle-même et peuvent aussi s'écrire 
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puisque la projection s téréographiquo, l'aire sphérique et la por t ion 
de surface minima dér ivent les unes des autres p a r des t ransforma
t ions conformes et que, dans chacune de celles-ci, ds et dn sont 
multipliés dans le même rappor t . Les plus simples de ces condit ions 
ne sont autres que les relations d 'équil ibre 

J cos(n,x)ds= J" cos (n, y) ds — J cos(n, z ) ds = o, 

J"[j'cosU, s ) — ; c o s ( n , y)] ds — J[z c o s ( « , x) -- . r c o s ( n , z)] ds 

= J \xCOS(M, y) — y c o s ( « , ,r)] ds= o, 

fournies pa r la théorie de la capillarité pour une sys tème de tensions 
superficielles distribuées uni formément le long de (c). On voit que, 
plus généralement , X, Y, Z désignant les coordonnées rectangulai res 
d 'une seconde surface minima en correspondance pa r plans t a n g e n t s 
parallèles avec la première, si (C) désigne, SUT cet te seconde surface, 
la ligne qui a même représenta t ion sphérique que (c), on a [en t e n a n t 
compte cette fois du r appor t de simili tude entre les deux surfaces 
minima, égal au rappor t d 'un arc dS de (C) à l 'arc correspondant d s 
de (c), et en désignant pa r N la normale à (C) située dans le p lan 
t angen t à la seconde surface] 

/
<r/S 

[X c o s ( n , ai) — 'U-j- c o s ( N , .*')] ds 

| 'Ycos (« , r ) — y c o s ( N , y)] ds=. .. — o. 

Toutefois, ces dernières relat ions supposent non seulement que les 
contours (C), (c) tracés sur les deux surfaces ont même représenta
t ion sphérique, mais encore qu' i l en est de même des aires limitées 
respect ivement par ces contours . Si donc pa rmi les diverses aires 
sphériques (à un ou plusieurs feuillets) qui ont une frontière commune , 
on ignore celle qui doit servir de représenta t ion sphérique à 
la por t ion de surface cherchée t o u t e surface min ima lieu du 
point (X, Y, Z) fournira plusieurs systèmes (5) (parfois en nombre 
infini) dont l 'un doit être vérifié le long du contour donné . 

Le problème d e ' l a déformat ion des surfaces dépend, comme on 
sait, non d 'une équat ion linéaire, mais d 'une équa t ion de Monge-
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A ( H - S'- ) 4 - B /• 4 - :>. C.9 + B' f. 4 - D = o 

(A, B , B ' , C, D fonctions de x, y, z, p, q). 
Le type auquel appar t ien t une équat ion de cet te espèce dépend 

du signe de la quan t i t é 

( A f H- B ) ( A r H- B') — (As — C ) 2 = B B ' - G - - AD. 

Pour l 'équat ion spéciale dont dépend la t ransformat ion , les carac
térist iques n ' é t a n t autres que les lignes asympto t iques , sont réelles 
et distinctes alors, et alors seulement, que la courbure to ta le est 
négative. L 'équat ion appar t i en t au t y p e elliptique, soit 

B B ' - 0 - A D > ü , 

si, au contraire, l 'é lément linéaire considéré est celui d 'une surface 
convexe. C'est donc dans ce dernier cas que nous nous placerons ici. 
M. Serge Bernste in (') a démontré l 'analyt ic i té des solutions d 'une 
équat ion du second ordre du type ell iptique (à coefficients analy
tiques) sous la condit ion que la solution considérée adme t t e des 
dérivées partielles j u s q u ' a u troisième ordre bornées. 

Soit dès lors, pour une telle équat ion, un problème de Cauchy 
relatif à une ligne frontière analyt ique, les données é t an t dérivables 
j u squ ' au troisième ordre et astreignons la solution à avoir, j u s q u ' a u 
troisième ordre, des dérivées bornées, ce qui ent ra îne que les dérivées 
premières et secondes doivent être continues jusques et y compris 
la ligne frontière, chacune d'elles, r ou s, pa r exemple, d e v a n t 
prendre (au sens p récédemment précisé) une valeur par fa i tement 
déterminée en chaque point de cette ligne. S'il en est ainsi, les 
égalités 

dp —"/ dx 4 - s dy, dq — s dx -\- t dy 

devront avoir lieu sur la ligne en quest ion elle-même. Or, ce sont 
elles qui in te rv iennent dans le calcul p récédemment rappelé ( D A R B O U X , 

G O U K S A T , loc. cil.) : jo intes à l 'équation, celle-ci é t an t supposée du 

f1) Voir Math, Ann., t. 59, 62, 69; Communication de la Société Math, de Kharkow, 
t. X I ; C. R. Aead. Sc., Paris, i 3 mai 1 9 0 7 . 
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(!) D A R D O T J X , Leçons, t. I I I , Livre V I I , Chap. V , n° 718. 

(!) Bull. Ae. Sc. Cracorie, I Q I 3 , p . Q I 5 . 

t y p e (6) qui nous intéresse ici, elles déterminent d 'une façon parfai
t emen t univoque les valeurs de r, s, t. puisque, pa r hypo thèse , il 
ne peu t s'agir d 'une caractér is t ique. 

Supposons main tenan t que le problème de Cauchy en quest ion 
puisse être résolu, dans les conditions indiquées, de chaque côté de 
la ligne frontière (y) donnée : on voit que les deux solut ions ainsi 
définies de pa r t et d ' au t re de (y) se raccorderont le long de ce t te 
ligne avec continuité des dérivées premières et secondes. D 'après 
le résul ta t de M. S. Bernstein, elles ne formeront dès lors qu ' une 
seule fonction analyt ique, ce qui est impossible si les fonctions 
qu 'expr iment les données de Cauchy ne sont pas elles-mêmes analy
t iques. Ici encore, on peu t affirmer que l 'un au moins des d e u x 
problèmes partiels sera, en général, impossible (du moins sous les 
conditions imposées aux dérivées secondes et troisièmes), et il est 
év idemment à présumer qu' i ls le seront en général tous les deux, 
mais sans que, cette fois, nous ayons le moyen d ' appo r t e r plus 
qu 'une présomption et d ' indiquer des conditions nécessaires de possi
bilité uni latérale . 

Le problème de Cauchy est, comme on le sait ( '), celui auquel on 
est conduit lorsqu'on cherche à déformer une surface de maniè re 
à ce qu 'une ligne donnée t racée sur celle-ci v ienne sur une ligne 
donnée de l 'espace. Les considérat ions précédentes s ' appl iquent en 
part iculier aux deux cas les plus in téressants étudiés jusqu ' ic i 
spécialement, — celui de la sphère et celui du paraboloïde de révo
lution — puisqu' i l s'agit, dans chacun d 'eux, de surfaces convexes 
(du moins si la sphère ou le paraboloïde sont réels). 

M. Lichtenstein (-) a amélioré le résu l ta t de M. S. Berns te in p a r 
l 'adopt ion d 'hypothèses moins restr ict ives re la t ivement aux dérivées, 
mais seulement pour des équat ions p rovenan t du calcul des var ia t ions , 
lesquelles, en particulier, sont forcément linéaires pa r r a p p o r t à r, s, t, 
sans t e rme en rt—-s'1. La quest ion de savoir si, pour l ' équat ion de 
Monge-Ampère, on peut démon t re r encor/e l ' impossibili té du problème 
sans imposer à la solution tou te s les conditions auxquel les nous 
l 'avons as t re inte , reste donc réservée. 
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P-) Lectures on Cauchy's problem, Livre I, Chap. II, n° 16 et Livre IV, Chap. I, 

n°8 158-161. 

(2) Lectures on Cauchy's problem, Livre I, Chap. II, n° 18. 

Pour terminer , après avoir rappelé que des circonstances cle m ê m e 
n a t u r e se présen ten t pour les équations du t y p e parabol ique et 
même pour les équat ions du type hyperbol ique ( '), cor respondant , 
les premières à la théorie , déjà si parfai te , des fonctions quas i 
analyt iques , les secondes, au contraire, à des quest ions non encore 
élucidées et qui sont propres aux fonctions de plusieurs var iables 
sans analogues pour une variable unique , rappelons aussi qu'elles 
ont leur répercussion sur les propriétés de la solution du problème, 
même lorsque celui-ci est possible. 

L 'exemple le plus simple nous sera fourni pa r le problème des 
surfaces minima, é t an t donné qu'il se r amène à l 'équat ion des 
potentiels logar i thmiques , que j ' a i t ra i tée , à ce point de vue, clans 
mes Leçons de Yale (-). Le résultat obtenu en cet endroit en t ra îne 
la conséquence su ivan te : soient données successivement deux 
courbes (c), (c') analytiques"et , par chacune d'elles, une développable 
également ana ly t ique , de sorte que, les formules de Schwarz é t a n t 
applicables, et le problème de Cauchy qu'elles résolvent , possible 
dans les deux cas, on définit ainsi deux por t ions 2 , 2 ' de surfaces 
min ima. Supposons que les deux développables aient même cône 
directeur et correspondent , p a r conséquent, à une courbe sphérique 
un ique (y), les deux courbes (c), (c') ayan t en t re elles des écar ts 
t rès légers et d 'al lure sinusoïdale. Si impercept ibles que soient ces 
écarts, si étroit que soit le voisinage des deux courbes, et il p e u t 
s'agir d 'un voisinage d 'ordre (au sens de Zermelo) aussi élevé q u ' o n 
voudra , les formes des deux surfaces 2 , 2 ' obtenues pour ron t être 
complètement différentes, sans le moindre r appor t entre elles : il 
suffira que les oscillations relatives des deux courbes aient une 
période suffisamment pet i te . 
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SUR U N E MÉTHODE 

D E 

C A L C U L D E S V A R I A T I O N S 

Les impor tan tes méthodes que l 'on doit à M. Hi lber t pour l ' é tude 
des problèmes du Calcul des var ia t ions p e r m e t t e n t d'affirmer, dans 
des cas t rès étendus, l 'existence de la solution. M. Hi lber t n ' a , 
d'ailleurs, pas visé d 'aut re b u t et n ' a pas en tendu fournir u n procédé 
de calcul si théorique soit-il. 

J e voudra is indiquer ici, pou r ar r iver au même résu l t a t , u n e au t r e 
manière d 'opérer qui n ' abd ique pas t o u t e p ré ten t ion à cet égard. 
Elle ne const i tue certes pas plus une méthode p r a t i q u e de calcul 
que ne le font les autres démons t ra t ions d 'existence classiques en 
calcul intégral . Mais, au moins dans certains cas, elle ne leur est 
pas inférieure sous ce point de v u e : elle permet , à la r igueur, le 
calcul numér ique et, en t o u t cas, l ' é tude ana ly t ique des solut ions. 

J e m'adressera i à l 'exemple le plus simple, celui de l ' intégrale 

La var ia t ion première est, en employan t la t r ans fo rma t ion de 
du Bois -Reymond et dés ignant p a r h une cons tan te a rb i t ra i re , 

(Comptes rendus, t . 1 4 3 , i g o t i , p . 1127-1139.) 

(0 

31 ^ dœ — Ii) è y dx=^f Q ô>' dx ; 

le symbole o désignera ici u n e dérivée part iel le p a r r a p p o r t au p a r a -
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mètre auxiliaire a. Posons 

Ô V — - pQ, V~ j dy'rix, 

p é t an t positif (nous le supposerons, pour le momen t , constant) 
et h é tan t dé terminé de manière à rendre Q nul pour x — a. 

Si la fonction / admet , comme nous le supposons, des dérivées 
successives satisfaisant à la condition de Lipschitz, le système (2) 
s ' intègre sans difficulté, par approximat ions successives, à la façon 
des équat ions différentielles ordinaires, en supposant que l 'on donne 
la courbe initiale, c 'est-à-dire la valeur de y, en fonction de x 
pour a = o. 

Si cette, valeur initiale admet une dérivée seconde pa r rappor t à x, 
il en est de même de la valeur de y pour une valeur quelconque 
de a, et l 'on a (pour p constant) 

q y " = - p [ A r " ~ 9 ( ^ j - , j ' ) ] , 

~ ày'- ' V^Ï'J >~ dy J dy dy' dy' dx 

Quant à oï, il a la va leur toujours négat ive 

Bornons-nous m a i n t e n a n t aux fonctions positives / qui (outre les 
hypothèses de régular i té précédentes) vérifient les conditions 
suivantes : 

1. A est positif et, même pour y' =-{• <=o, admet une l imite 
inférieure posit ive. 

2. Le rappor t y admet une limite supérieure déterminée (même 

pour y' = -\- o o ) . 

Il en est ainsi, pa r exemple, pour / = ™ [K(x) y"1 -f- 2 ïiyy' + Ci/ '] . 

I. Supposons encore que ; 

3. L'expression 

c'est-à-dire la var ia t ion seconde débarrassée des t e rmes en à-y, o 2 y ' , 
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est toujours posi t ive et même (conformément aux conclusions bien 

connues de Scheeffer et de Kneser) dans un r appor t non inf iniment 

pe t i t avec son premier t e r m e / A oy'- dx. 
'•Ai 

Alors o a I sera toujours positif et supérieur à — K ol , K é t an t un 
nombre fixe. 

Donc, pour a infiniment grand , of t e n d vers zéro su ivan t une 
loi exponentiel le , et l 'on t rouve qu'i l en est de même (quel que 
soit x) pour oy\ grâce à ce fait (conséquence de l ' hypothèse 2) 

que f y"'2 dx et J y" dx r es ten t finis. 

Ainsi y et y' tendent, pour oc = -f~ so, vers des limites qui vérifient 
les conditions du problème. — On a même u n e limite supérieure de 
l 'erreur commise, t a n t sur y que sur y', en s ' a r rê tan t à une va leur 
dé terminée de a. 

On dédui t de là que la solution du problème est unique, ce qui ne 
ressor ta i t pas des méthodes classiques. 

I I . Si l 'on abandonne l 'hypothèse 3, on cons ta te encore que oy' 
t e n d un i formément vers zéro ; mais on ignore, a priori, suivant, 
quelle loi. Néanmoins , la fonction y' t e n d encore, soit vers une limite 
dé terminée , soit vers une infinité de limites qui t ou te s annu len t la 
va r ia t ion première. Ce second cas serai t év idemment except ionnel ; 
il ne pour ra i t se présenter que s'il passai t une infinité d 'ex t rémales 
pa r les deux points donnés. Il est d'ailleurs à présumer que m ê m e 
alors (au moins en ne p r e n a n t plus la q u a n t i t é cons tan te p et en la 
choisissant convenablement) la l imite serait un ique ; et que , en 
général , l 'hypothèse 3 serait vérifiée pour a suffisamment g rand . 

L 'hypo thèse 1, au moins pour y' fini, est év idemment dans la 
n a t u r e des choses. Quant à l ' hypothèse 2 et à l ' hypothèse 1 pour 
y' infini, elles deviendront inutiles lorsqu 'on p rendra l ' intégrale sous 
forme p a r a m é t r i q u e . 

Au reste, il conviendra d 'é tud ie r de plus près l ' appl icat ion de 
ce t te mé thode , non à des exemples just iciables, comme le précédent , 
de procédés élémentaires, mais à des problèmes moins aisés à élucider 
d i rec tement . 



S U R L A VARIATION 

DES 

I N T É G R A L E S D O U B L E S 

(Comptes rendus, I . l ' i ' i , 1 9 0 7 , p . loga-Kifvi.) 

Il avai t été impossible, jusqu' ici , pour le cas des intégrales doubles, 
de démont rer que les solutions des problèmes de calcul des var ia t ions 
à données analyt iques sont également ana ly t iques , et même de 
démontrer , pour ces solutions, l 'existence des dérivées secondes, 
c'est-à-dire de réfuter l 'objection bien connue de du Bois -Reymond. 

Dans une élégante Note publiée aux Comptes rendus du 29, avi'il ( '), 
M. Goldzieher s'est a t t a q u é à ces deux quest ions si in téressantes , 
dont la seconde, en part iculier , est fondamenta le , puisqu'elle vise 
la mise en équat ion du problème proposé elle-même. 

Malheureusement , cet te double quest ion est moins simple que le 
t ravai l de M. Goldzieher ne pe rmet t ra i t de l 'espérer. 

Cela t ient à ce que Y inégalité 

(Ij) l v l v ^ F ^ ^ f i 

ne suffit pas au but proposé. 

E n ce qui concerne l 'analytici té des solutions, le fait est bien 
connu : il revient à dire que les équations du second ordre à caracté
ristiques réelles a d m e t t e n t des solutions non ana ly t iques . 

f1) Pago 887. 
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Mais il en est, de même en ce qui concerne l 'existence des dérivées 
secondes. Soit, pa r exemple, 

l — (/>*—</') tl.i-tly. 

La var ia t ion première ol s ' annulera tou tes les fois que la fonction z 
sera de la forme 

s = / ( . r 4 - , ) ' ) H- o(x - y). 

f e t o a d m e t t a n t des dérivées premières , mais non nécessa i rement des 
dérivées secondes. 

En u n mot , celte variation peut s'annuler sans que la fonction 
inconnue vérifie l'équation du second ordre correspondante. 

L'objection de du Bois-Reymond est fondée en fait. 
Pour la réfuter, il faut nécessa i rement adme t t r e , non seulement 

l ' inégalité (b), mais l ' inégalité plus restr ic t ive 

( a * F/vJ 'V/— Vf„f> o . 

On serait alors conduit , comme on le voit en p r enan t le cas pa r t i 
culier de F = p- -f- q~, à généraliser les délicates recherches q u e l 'on 
doit à M. Goursat sur le théorème fondamenta l de la théor ie des 
fonctions analyt iques . 

L'insuffisance de la condit ion (b) mon t re que les difficultés dont 
a su t r iompher M. Goursat se r e t rouven t toutes dans la quest ion 
actuelle. 



O N 

ORDINARY RESTRICTED EXTREM A 
IN 

CONNECTION WITH POINT TRANSFORMATIONS 

(Jlullctiii of the American Mathematical Society, iipnO 

1. Restricted Minima in a Plane, — The quest ion which I shall 
examine concerns the m a x i m u m or min imum of f(x, y), when 
the variables x and y are not independent , b u t subjected to t he 
condition 

so t h a t the point (x, y) mus t describe the curve represented b y the 
preceding equat ion. 

This is wha t was called, formerly, a relative ex t r emum, bu t w h a t 
I proposed to call a restricted (') ex t remum, because the t e r m 
« relative » is used wi th another meaning. Indeed, t he ex t r ema 
which we consider, as every ex t remum t rea ted by t h e methods 
of differential calculus, are relative, t h a t is, t h e y arc ex t rema only 
in comparison wi th neighboring values of /. 

( x) The author informs the editors that he, together with David Hilbert and 
others, had previously agreed that a change of nomenclature is desirable, to replace 
the older term relative extrema. The agreement is to use extremum libre ou lié 
in French, and freies oder gebundenes Extremum in German. The author had used 
bound in English, and the editors have suggested the word restricted. Tim E D I T O R S . 
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The first, p a r t of t he quest ion, namely , t he inves t iga t ion of 
s t a t iona ry values of / on the curve (g), is qui te classic. I t is usual ly 
solved, wi th the help of the Lagrange mult ipl ier I, by means of t h e 
s imul taneous equations 

( 0 [i H- lp.t = o, q - h Iq, — o, 

where p and q are the par t ia l der iva t ives of /, and p , and q , are those 
of g. However, we shall use here t h e condition wi th I e l iminated, 
t h a t is, 

(,/') j—pq,— < • / / / , = 0 , 

so t h a t j is t he jacobian of / and g. À point m(xa, y0) of (g) a t 
wdiich / is s t a t ionary on (g) necessari ly belongs to t h e curve defined 
b y (/). We shall suppose, t h r o u g h o u t this paper , t h a t m is an 
ord inary po in t of (g) and of (/). At m, t h e curve f(x, y) — /(.«„, yn) 
is t a n g e n t to (g). 

This settles t he question of s t a t i ona ry values. B u t t he r e remains 
the quest ion whether such a value , when once found, is a m a x i m u m 
or a min imum. This, of course, can be answered easily if we begin 
b y imagining t h a t x and y, the coordinates of an a rb i t r a ry po in t 
of (g), are expressed in te rms of a var iable pa rame te r u . A m a x i m u m 

or a min imum will occur, according to t h e sign of Then , 

expand ing t he la t ter der iva t ive and t ak ing account of t h e fact 
t h a t 

d g = d x - l - «y., dy — o, dxff— o, 

since t he point (x, y) must describe t h e curve (g), i t is easily found 
t h a t t h e sign involved is t h a t of 
( a ) (''-h l)\)q'-- a is + /.v., <•/., -t- + )/>', 

where r, s, t denote second der ivat ives of /, and r,, s,, t, denote 
second derivat ives of g. 

B u t i t is wor th while to not ice t h a t an equivalent , complete ly 
different solution may be ob ta ined b y t h e s tudy of t h e po in t t r ans 
format ion 

( T ) X = f(x,y), Y = g(x,y), 

in t h e ne ighborhood of m. 
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dx dy 

Then let us consider t h e direction t angen t t o (/), directed wi th 
respect to cr. It will admi t of the direction pa ramete r s Q, • — P , 
so t h a t an infinitesimal displacement (dx, dy) of m on (g) in t h e 
direct sense will satisfy t h e relations 

dx dy 

Hence the corresponding displacement in t he X Y plane will be 
such t h a t 
, , , dX dY ^ 

pQ-lV-piq-rAl>^°-

The la t te r displacement will be tangent t o (J) , in t he direct sense 
with respect t o R. 

Therefore a necessary and sufficient condit ion t h a t a direction 
issuing from M and no t t angen t to (J) be directed towards t he 
inside of R, is t h a t i t shall determine, wi th t h e direction defined 

( 1) See my Cours d'Analyse, vol. f. 

At m itself, the jacobian j of t h a t t ransformat ion vanishes, and 
the curve (/) divides the plane (or, more exactly, t he region surroun
ding m) into two par t s a and a', the first of which will correspond 
to / > o, the second to / < o. Now, we know (') tha t , in the X Y 
plane, these two regions will have images located on one and the 
same side of the line (J) which corresponds to (/) : we can say t h a t , 
in the vicinity of t h e point M, which is t he image of m, t he images 
of n and n' only give one area R, limited b y (J) . 

In order to solve the given question, we need only inquire whe ther 
a direction issuing from M and having a, ß for its direct ing cosines, 
is directed towards the inside of R. 

Let us call direction parameters of a direction, any two quant i t i es 
proportional to the direction cosines of t h a t direction, with a positive 
coefficient of proportionality. In par t icular , t he normal to (/) a t m, 
directed towards t h e inside of i, will admi t of direction pa ramete r s 
equal to the par t ia l derivat ives of /. 
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by (3), an angle with a posi t ive sine. If a and ß denote t h e direct ion 
cosines of such a direction, this condit ion may be wr i t t en in t h e 
form 
<"i « |5( pi) q 1') - a ( pM — >/, I' j > o . 

The applicat ion t o restricted m a x i m a or minima of / on the line (g) 
is obvious. Let us consider an arc of t he la t ter line, which shall 
contain m and be sulficicutly small . Its image in t he X Y plane 
will be a port ion of a parallel to t h e W axis, which must, lie inside R. 
If we t ake its origin at M, i ts direction cosines, which are - j - 1 and o, 
mus t therefore, satisfy the condit ion (4). We see, t h e n , t h a t t h e 
proper sign is plus if we have 
( 5 ) p^) — q, V < o, 
and minus if 
(rV) pt() - q, 1> > o. 

In t h e first case, X«, negat ive , t he value of / a t rn, which is t h e 
abscissa of M, will be a res t r ic ted minimum of / under t h e given 
condi t ions ; in t h e second case, a maximum. 

Similarly, t he curve f(x, y) = f(x„, yu)s which goes t h r o u g h m, will 
have for its' image a por t ion of t h e s t ra igh t line X = X ( 1 , and t h e 
direction from M thus defined will be parallel to t he posi t ive Y axis 
or to the negat ive Y axis, according t o the sign of t he q u a n t i t y 

pQ-fjV. 

This quan t i t y and the q u a n t i t y p,Q—-q,P h a v e t h e ra t io -—/, 
on account of (i). The fact t h a t a res t r ic ted m a x i m u m of / when 
g is cons tan t coincides wi th a m a x i m u m or wi th a m i n i m u m of g 
when / is cons tan t , according to the sign of I, is classic. 

I t is easy to verify by direct computa t ion t h a t t h e condi t ion 
t h u s obta ined is the same as t h a t which would resul t f rom t h e 
expression (2). The r emarkab l e t h i n g is t h a t t h e la t t e r can be 
expressed in t e rms of t h e first der ivat ives of /, g, and /. 

2. The Case of a Curve in Space. — Let us consider the curves 
defined by the equat ions 
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and a s ta t ionary value, let us say at the (ordinary) poin t m(x„, yu, z„), 

of f(x, y, z) on t h a t curve. 

At m, the jucohian 

J> 'I i' 

P\ <h r, 
Pi

 ri<- >\ 

must vanish. Again, we shall suppose t h a t in is an ordinary point 
of t h e surface / = o, so t h a t not all the th ree der ivat ives 

d.r
 v

 ()r <)z 

are zero. Such a surface (/) will divide t he space near m into t w o 
regions w, co', the first of which will correspond to / > o. Let us 
consider the point t ransformat ion defined b y 

X=f(x,y,z), Z = 

Around M (the image of m), w and 0/ will have a common image R, 
on one side of the surface (J) which corresponds to / . Let us find 
a necessary and sufficient condition t h a t the direction from M 
with the direction cosines a, ß, y be directed towards the inside 
of R. Let (dx, dy, dz), (ox, oy, oz) be two directions from in, t angen t 
to (/), so t h a t 

dy oz —. ds o'r dz àx dx Hz dx oy — dy Sx 

These two directions, in t he above order, will define a direct orien
ta t ion on s, a t in, if t he common value of the above rat ios is posit ive. 
In the XYZ space, t he corresponding directions will be 

dX~ p dx -t- q dy + r dz, 

dY = Pi dx H - y, dy •+- rt dz, 

drL — p,_ dx H - qi dy -+- r 2 dz, 

oX = p §x + q oy H - 7* dz, 

ÔT = p, §x -+• q, dy -+- r., §z, 

3Z = p, èx + q., èy -I- /'., Sz, 

ôl 'Il dl 
dx t)y dz 

d.iTi à£\ àj^ 
dx dy dz 

'ÏHi. 'lai 
dx à y dz 
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dïo/, — r/ZÔY il/. o\ - rl\ dZ ~"~ dX >~j\ - d\ 6\ 

Now, our direction (a, ß, y) will be directed towards R if i t gives 
wi th (7) a direct t r ihedron, t h a t is, if 

dX d\ dY. 

oX ÔT 3Z 

c- ß Y 

> o. 

Such will be the case for a parallel to the positive N axis if 

dX ÔZ — dL oY > c, 

or, on account of (6) and (7), 

\\qxi\ — i\q%} -+- (lKi\lh —P\r%) + K ( / V / s <f,Pi) > o. 

An analogous solution for e x t r e m a on a surface would be in teres t ing 
to find. 

3. Conclusion. — Let us come back to the case of t he p lane . 
The above a rgument rests on t h e propert ies of the t r ans fo rmat ion 
a t a point where i ts jacobian vanishes, which is especially in teres t ing 
to s t udy from t h e geometric poin t of view, as will be done in a 
paper b y Professor Jul ia to appear short ly in the Bulletin des Sciences 
Mathématiques. The fundamenta l fact is t ha t , a t such a point m, 
a n y two curves of the xy p lane will, in general, hove images which 
will be t angen t t o each o the r ; b u t there is an exception, concerning 
a certain peculiar direction a t m. Any curves t a n g e n t t o t h a t 
special direction will have ordinari ly in the X Y plane, an image 
t h a t has a cusp, or somet imes a t e rmina l point ( '). The la t t e r 
case (a par t i cu la r case of t h e former) occurs precisely for our 
curves f(x, y) = fix,, yü), g (x, y) = o. 

(i) The words terminal point are suggested by the editors as a translation of the 

French terra point d'arrêt. 

HADAMAR». — .ivuii.ii. '.12 

so t h a t the t angen t line to s at M will have direction cosines A, B , C, 
such t h a t 

A H C 
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LES OPÉRATIONS FONCTIONNELLES 

Les opérations fonctionnelles linéaires, c 'est-à-dire les lois suivant 
lesquelles on peut , à t o u t e fonction f(x) définie dans un inter
valle a < x < b, faire correspondre un nombre U ( ' ) , de telle façon 
qu 'on ait (quels que soient les nombres c,, c, et les fonctions / , , f.>) 

ont été étudiées pr incipalement par MM. Volterra, Pinchcrle, 
Bourlet . 

Ces savants ont été conduits à exprimer les opérat ions en question 
pa r des séries de la forme 

Un tel développement , dans lequel xn est un nombre arbi t raire , est, 
par suite, possible d 'une infinité de façons. Il ne saurai t être valable 
(sauf dans des cas exceptionnels) que pour des fonctions analyt iques : 

f1) Je me place ici au point de vue adopté par M. Volterra dans ses études sur 
les fonctions de lignes, et qui me paraît préférable à celui de MM. Pincherlc et Bourlet. 
C'est, me semble-t-il, introduire un élément parasite dans la question que de consi
dérer U comme une l'onction de la môme variable x qui figure dans /. Rien n'empêelie, 
lorsqu'on raisonne comme je le fais dans le texte, de faire dépendre U non seulement 
de la forme de la fonction f(x), mais aussi d'un certain nombre de paramètres, dont 
l'un sera, le cas échéant, désigné par x, comme la variable qui figure dans /. 

t Comptes rendus, i, n j o . ' i , p. 35I-354>) 

U = ci u LA) -+• * , U ( / , ) 
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encore a-t-il, en général, u n champ de convergence l imité, même 
dans ce domaine particulier. 

On peut , comme on sait, ar r iver à un résul ta t plus précis en 
remplaçan t /( .r) par son expression à l 'aide de l ' intégrale de Cauchy, 
ce qui donne 

> l / ' - ' - M ( \ l . = )f( = )<*=. 

en désignant par o(,•»;„) le résu l ta t de l 'opération U, appl iquée à la 

l'onction — ; et désignant pa r C un contour fermé qui enveloppe 

le segment de droite ab. 

Moyennant quelques propriétés simples supposées à la fonc

t ion o(z), on t rouve pour U une somme de termes de la forme 

U»)' f j(x)'\>(x]flx 

et d'expressions analogues à (i), mais dans lesquelles les coeffi

cients au, at„ ou bien sont en nombre fini, ou bien décroissent 

comme les coefficients du développement d'une fonction entière. 

Contra i rement à la première, une telle réduct ion, si elle est 

possible, ne l 'est que d 'une seule façon. Elle peu t s 'appl iquer 

lorsque f(x) n 'est pas ana ly t ique , mais sans que le r a i sonnement 

précédent pe rme t t e de rien affirmer dans ces condit ions. 

Il m ' a pa ru nécessaire de t r a i t e r la quest ion en faisant complè

t e m e n t abs t rac t ion de l 'analyt ic i té de f(x). C'est à quoi l 'on arr ive 

facilement en suivant une voie t racée pa r Weierstrass et Kirchhof! 

et in t roduisan t une fonction F(x), laquelle n ' au ra q u ' u n nombre fini 

de max ima et de minima, et telle que 

j ~ V(x)dx~\\ 

par exemple, V(x)=-j= e'"'". 

Si l 'on p a r t alors cle l ' ident i té connue 

(3 ) Um p f / ( x ) F [ jj.(x - x\, )} dx = / 1 ./,•„) a < x„ < b, 
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et si l 'on suppose (comme l 'ont fait les auteurs p récédemment cités) 

que l 'opération U est continue (au sens de M. Bourlet) , il suffira de 

poser 

pour montrer que no t re opérat ion peut se m e t t r e sous la forme 

(4) l! [ / ( .*)]= Hm f f(x)$(x,iJ.)dx. 

La condition nécessaire et suffisante pour que U ait la forme ( 2 ) , 
'\>(x) é t an t fini et cont inu, est que <l?(x„, [J.) t ende uni formément 
vers <\>(x), lorsque [J. augmente indéfiniment par valeurs positives ou 
négatives (mais réelles). 

• Il est un peu moins aisé d 'exprimer que U est de la forme ( 1 ) 
ou est une somme d'expressions ( 1 ) et d 'expressions ( 2 ) . 

La méthode s 'étend d'elle-même au cas où U dépendra i t d 'une 
fonction f(x, y, . . .) de plusieurs variables. 

On t rouvera i t encore 

U [/(•*, J'i • • . ) ] = f i _ m / . . .f £ f(x, y, . . .)4>{x, y, p.) dx dy. . .. 

Aux expressions analogues à (1) ou à (2 ) v iendraient , bien 
entendu, se joindre (dans le cas de deux variables pa r exemple) des 
intégrales simples, prises le long de lignes et p o r t a n t sur / et ses 
dérivées. L 'é tude de telles opérations, au po in t de vue où nous 
nous plaçons, condui t à des résultats assez curieux, dans le détail 
desquels je n ' en t re ra i toutefois pas ici. 

J e terminera i en ind iquan t un exemple de fonctions de lignes 
ou de surfaces, don t la var ia t ion infinitésimale a la forme (2 ) , dans 
le premier cas, la forme analogue exprimée pa r une intégrale double 
dans le second, et auxquelles s 'appl iquent pa r conséquent des 
ra isonnements t o u t semblables à ceux du calcul des var ia t ions , 
quoiqu'elles soient bien plus générales que celles dont t ra i te ce 
calcul, même sous la forme étendue que lui a donnée Mayer. 

.Considérons une surface fermée S, deux points intérieurs A, B , 
et soit gu la fonction de Green relative à ces deux points et à cet te 
surface. Quelle sera la var ia t ion de gi lorsqu 'on déformera infinité-
s imalement S, sans changer les deux points ? 
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Il est clair que le résul ta t serait expr imé par une intégrale simple 
t o u t analogue s'il s'agissait du problème de Dirichlet p lan . 

Il se présentera i t sous une forme plus compliquée si g^ é ta i t la 
fonction de Neumann , relat ive au problème h y d r o d y n a m i q u e . On 
aura i t alors 

où c est la courbure moyenne ^ + e t A , le p a r a m è t r e différentiel 

d \ i premier ordre de Bel t rami sur S. 

Si X est la distance normale de la surface déformée à la surface 
primit ive, on t rouve 



M É M O I R E S U R L E P R O B L È M E D ' A N A L Y S E 

R E L A T I F A L ' É Q U I L I B R E 

DES 

PLAQUES ÉLASTIQUES ENCASTRÉES 
( Ii X T R A. I '[' ) 

( Mi' moins présentés par divers savants étrangers s\ l'Auidéinin des sciences, L. XXXI IT, n" 'i, tfioN.) 

Reprenons, d ' au t r e par t , la formule (:c) ou, ce qui revient au même, 

la formule 

(iß) 87r (H-r A ' )= f fa f A r j A r i f | U ï o , 

et introduisons-y la fonction 

i f ( A , B ) = ^ A A A „ Vf. 

Nous trouvons s implement (en m e t t a n t en évidence le paramètre a 
dont dépend la déformat ion du contour) 

( 26) *F(A, B, a) = - f v W ( A , M, a) »F(B, M, a) ds, 

(x) Y', r sont les fonctions tic Green pour AArt = o, re.lntives à deux contours, le 
premier contenant le second. 
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Nous voyons que la fonction ty, est encore une solution de Véqua
tion (26). 

Prenons encore, la quan t i t é 

tA é t an t la t a n g e n t e menée en A. au contour C a cpji passe en ce point , 
et y, la fonction de Neumann . Nous aurons ainsi une troisième solution 

de l'équation (26), comme le mon t r e la formule 

( J- } °^ - J Jin lis CÏÏ ^ A Y " ' O _ 
an ds, 

où la quan t i t é C représente la longueur du contour et R le r ayon de 

courbure . 

OÙ 

-j ( x, y. ) — -,~ • 
' ' oc. 

Dans cette équat ion, qu 'on peu t appeler une équation intégrale 
mixte, nous supposerons que le contour var iable C a va en se rétré
cissant cons tamment (de sorte que, pour a > a', le contour C a est 
in tér ieur à Ca.) et que le m o u v e m e n t de ce contour est connu. Elle 
cont ient alors la seule l'onction inconnue "^(A, B, a) laquelle doit être 
définie (dans les cas qui nous occupent) sous la condition que les 
points A. et B soient intér ieurs (au sens large) à C*. 

La portée de ce résul ta t est s ingulièrement augmen tée si l 'on 
r emarque que nous connaissons (Vautres solutions cle la même équa
tion (26). 

Soit g'I la fonction de Green pour le problème de Dirichlet ordinaire 
relatif au contour C a . Désignons pa r nA la normale in tér ieure menée 
pa r le poin t A au contour C a qui passe pa r ce poin t . 

Considérons la fonction 

I :>.y) A, H, x)= — -, j — 

' ,1.11 ,iTr ()H s ()H u .-> « 
Effectuons les differentiations ( indépendantes et , pa r conséquent , 

permutables) -^-> dans la formule 
1 1 uns. à'i-n 
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Mais la formule (2) n 'es t pas particulière à l ' équat ion de Laplace. 
Toute équation du type elliptique (supposée, pour plus de ne t t e t é , 
ident ique à son adjointe) et de la forme 

, ùu Ou . 
A M -+- ni -r- + « -, h/u — o 

(h) à y 

admet une fonction de Green G, qui donne lieu à la formule (2). 
Donc la quan t i t é 

vérifiera encore notre équat ion fonctionnelle. 
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SUR LA MÉTHODE EN GÉOMÉTRIE 

[(Leçons de Géométrie plane, iS>ï. Extrait de la \ole A.) 

Nous voudrions rassembler, sous ce t i t re , quelques conseils que. 
nous croyons utiles pour l ' intelligence des m a t h é m a t i q u e s en général 
et, en part iculier , pour la résolut ion des problèmes. 

L'élève doit, en effet, se persuader qu'i l ne p o u r r a recueillir 
quelque fruit de ses études ma théma t iques , ni même les poursuivre 
sans efforts exagérés et se faire une idée jus te de ce qu ' e s t la géomé
tr ie , s'il ne pa rv ien t non seulement à comprendre les r a i sonnements 
qui lui sont exposés, mais encore à en construire d 'au t res p a r lui-même, 
à t rouver , dans une mesure plus ou moins é tendue, des démons t ra 
t ions de théorèmes ou des solutions de problèmes. 

Contra i rement à un préjugé t r o p enraciné, ce résu l t a t p e u t ê t re 
a t t e in t par t o u t le monde, ou du moins pa r tous ceux qui s 'astrein
dront à réfléchir et à diriger mé thod iquemen t leurs réflexions. Les 
préceptes que nous allons ind iquer re lèvent du bon sens le plus 
vulgaire. Il n 'es t pas un d 'ent re eux qui ne puisse sembler au lecteur 
une pure bana l i té . Cependant , l 'expérience le m o n t r e , l 'oubli de 
l 'une ou de l ' au t re de ces règles évidentes est la cause à peu près 
un ique des difficultés qui se p résen ten t dans la résolut ion des 
problèmes é lémentai res ; et il en est encore ainsi, plus souven t qu 'on 
ne serait t e n t é de le croire, dans des recherches a y a n t pour objet 
des part ies plus ou moins élevées de la science m a t h é m a t i q u e . 
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T H É O R È M E S A D É H O N T B E B . 

Démont re r un théorème, c'est passer, pa r la voie du raisonne

ment , de l 'hypothèse à la conclusion. 

Dans le théorème (Livre I, n° 36) : 

Tuut point situé sur la bissectrice d'un angle est également distant des deux eûtes 
de cet angle. 

L'hypothèse et la conclusion sont : 

Hypothèse : Si le point M est situé sur la bissectrice de l'angle BAC (fig. 35). 

Conclusion : Alors il sera également distant de AB et de AC. 

Nous avons à déduire celle-ci de celle-là, à Iransformer les propriétés 
énoncées dans l 'hypothèse de manière à en dégager celles qui consti
t u e n t la conclusion. 

Il est évidemment nécessaire, avan t t ou t , de savoir très exacte
ment quelle est l'hypothèse et quelle est la conclusion d'un théorème 
que l'on veut démont rer : l'élève devra donc, tout d 'abord, s 'exercer 
à les énoncer sans aucune hésitat ion. 

Mais il y a plus, et nous pouvons faire dès à présent une première 
r emarque impor t an te . Dans tou te démonst ra t ion , on se propose de 
faire voir que la conclusion a lieu en supposant vraie l'hypothèse. 
Si l'on ne considérait pas celle-ci comme certaine, rien n 'assurerai t 
plus l 'exact i tude de celle-là, Ainsi, dans l 'exemple cité au numéro 
précédent , si le point M n 'é ta i t pas sur la bissectrice, nous savons 
(n° 36) qu'il ne serait pas equidis tant des deux côtés. 

Or il est clair qu' i l ne servirait à rien de supposer qu 'un fait a 
lieu, si le ra isonnement ne por ta i t pas t race de cette supposit ion, 
si ce fait n ' é t a i t pas utilisé à un moment quelconque. Nous voyons 
donc qu'il faut faire intervenir dans le raisonnement l'hypothèse et 
même, en général, toute l'hypothèse. 

Nous reviendrons un peu plus loin sur la règle précédente . Aupa
ravan t , nous devons en formuler immédia tement une au t re t o u t à fait 
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A 

Nous voyons donc qu' i l convient , a v a n t tou t , de se reporte?' à la 
définition de t o u t e notion en présence de laquelle on est mis. 

E X E M P L E . — Soit encore l e même théorème : 

Tout point situé sur la bissectrice d'un angle est également distant des deux côtés 
de cet angle. 

Nous devrons nous poser, dès l'abord, les questions suivantes : 

Qu'exprime-t-on en disant que la droite MA (fig. i ) est bissectrice ? 

R É P O N S E . — Qu'elle divise l'angle A en deux parties égales. 

Qu'est-ce que la distance du point M à la droite AB ? 

R É P O N S E . •—• C'est la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur 

cette droite. 

analogue, mais sur laquelle il y a lieu d 'appeler lout spécialement 
l ' a t ten t ion , car elle est, malgré son absolue nécessité, une de celles 
qui sont le plus f réquemment méconnues . Elle est re la t ive à la 
définition des t e rmes employés. 

D 'une pa r t , en effet, il est év ident qu 'on ne saurai t ra i sonner sur 
des notions qui n ' on t pas été définies ; et, d ' au t re pa r t , comme t o u t 
à l 'heure, il est clair qu' i l revient au même d' ignorer une définition 
ou de ne pas la faire in terveni r dans le ra i sonnement . 

Fig. i . 



•>C,2 JACQUES HADAMARD. 

Et notre énoncé deviendra : 

I MAD = MAE; 

Hypothèse \ i i ) c s t perpendiculaire sur AD; 

[ ME est perpendiculaire sur AE, 

Conclusion : MD = ME. 

Nous espérons, par cet exemple, avoir fait suffisamment comprendre 

le sens de cette règle, que Pascal met à la base de t ou t e logique : 

Il faut substituer les définitions à la place des définis ('). 

La définition d 'un même te rme peut souvent revêt ir plusieurs 
formes, entre lesquelles on doit choisir la plus commode pour le b u t 
que l 'on a en vue . Ainsi, on peut encore définir la bissectrice de 
l 'angle AM comme la droite qui fait avec l 'un des côtés, clans u n 
sens convenable, un angle égal à la moitié du premier . 

Cette manière de formuler la définition ne serait pas avantageuse 
pour le théorème précédent ; c'est elle, au contraire , qui nous a 
servi à démontrer , pa r exemple, le théorème du n° 16 (Livre 1). 

Certains théorèmes permet ten t de remplacer, de la même façon, 
une définition par une aut re équivalente. C'est ainsi que la définition 
pr imit ive des parallèles (n° 38) n 'est plus employée à par t i r du n° 39, 
où l'on apprend à la remplacer par la suivante , qui revient exacte
men t à la première ; Deux parallèles sont deux droites qui forment 
avec une même sécante deux angles alternes-internes égaux (ou deux 
angles correspondants égaux, ou deux angles intérieurs du même côté 
supplémentaires). 

La règle énoncée plus h a u t est peut-être la plus impor tan te de 
celles dont nous avons à nous occuper ici. La portée en appara î t ra 
si l 'on songe q u ' u n ' grand nombre de constructions auxiliaires, 
quelquefois arbitraires en apparence, en sont une conséquence 
directe. 

Pour n 'en citer qu 'un exemple, c'est ainsi que, dans le commen-

(') Il est même nécessaire, en général, d'utiliser toutes les parties de la définition, 
lorsqu'il y en a plusieurs; on peut répéter, à ce sujet, ce que nous disons un peu plus 
loin, relativement à l'hypothèse (n° 275). 
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(') D'autres définitions, équivalentes aux premières, se rencontrent dans la suite, 

par exemple, livre III, n° 131. 

cement du I I e Livre, lorsqu'on a à ra isonner sur un point, quelconque 
d 'une circonférence, on commence toujours par jo indre ce point 
au centre. Le lecteur qui aura réfléchi aux remarques précédentes 
comprendra que cette const ruct ion n 'a rien d'artificiel et doit 
appara î t r e immédia tement comme nécessaire. Elle dérive en effet 
de la définition de la circonférence, d 'après laquelle, pou r expr imer 
q u ' u n point M appar t i en t à une circonférence de centre O, on doit, 
expr imer que la distance OM est égale au rayon de cet te circon
férence. 

A par t i r du Chapitre IY ( n o s 73 et suiv.), on voit les choses changer : 
il n ' a r r ive plus toujours que l 'on joigne au centre d 'une circonfé
rence les points de cette ligne sur lesquels on doit ra isonner . C'est 
que nous avons appris alors à remplacer la définition pr imi t ive de 
la circonférence pa r une au t re , celle qui a été donnée au n° 82 bis 
et d 'après laquelle, pour expr imer q u ' u n point M a p p a r t i e n t à une 
circonférence, on peut le jo indre à trois points A, B, C de cet te 
courbe et expr imer que le quadr i la tè re AB CM rempl i t l 'une des 
conditions d ' inseriptibil i té énumérées au n° 81 . Dès lors, dans t o u t 
r a i sonnement où intervient une circonférence, on a le choix entre 
les deux définitions : c'est l 'une ou l ' au t re qui est employée, su ivan t 
les circonstances ( ' ) . 

Après avoir pris la précaut ion dont nous venons de parler , il 
s 'agit, comme nous l 'avons di t , de t ransformer les données de l ' hypo
thèse de manière à met t re en évidence la conclusion. 

Dans les cas les plus simples, on aperçoit i m m é d i a t e m e n t u n 
théorème p e r m e t t a n t d 'opérer ce t te t ransformat ion . 

E X E M P L E . — L'hypothèse dont il est question au n° 2 7 1 fournit immédiatement 

la conclusion correspondante par l'intermédiaire d'un cas d'égalité des triangles 

rectangles. 

Dans d 'aut res cas, au contraire , il faudra passer p a r un ou plusieurs 
in termédiai res . On pourra chercher, pa r exemple, à donner à l 'hypo
thèse une au t re forme se r a p p r o c h a n t le plus possible de la conclusion. 
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E X E M P L E . — Soil; à démontrer le théorème (n° 25) : 

Dans tout triangle, à un plus grand côté est opposé un plus grand angle. 

Ayant à exprimer que AB est plus grand que AC, nous prenons sur AB la lon

gueur AD = AC, de sorte que le point D est entre A et B. L'hypothèse et la conclusion 

sont donc : 

AD est le prolongement de D B ; 
(I) Hypothèse , ^ ^ ^ 

Conclusion : ACB > ABC. 

Le triangle isoscèle A D C , dans lequel les angles à la hase sont égaux, permet alors 

de donner à l'hypothèse la nouvel le forme 

/ DA est le prolongement de DB; 
(II) Hypothèse / \ 

( ADC = ACD. 

Conclusion : ACB = ADC" + DCB > ABC*, 

ou, plus simplement, 

(III) Hypothèse : Dx est le prolongement de DB (fig. :>,). 

Conclusion : xDÜ + DCB > xBCÏ, 

Fig. a. 

0 / [ \ 

B Z . --\c 

ce qui est évident, d'après le théorème sur l'angle extérieur au triangle (même 
numéro). 

Nous sommes, on le-voi t , arrivés à un résul ta t pa r une série cle 
transformations successives. 

C'est dans chacune de ces t ransformations qu'il convient par t i 
culièrement de ne pas négliger l 'application de not re première 
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(') C'est ce qui arrive pour l'hypothèse (III) du même exemple, par rapport h 

l 'hypothèse (II). Celle-ci est, en effet, exactement équivalente à 

( Dx est le prolongement de D B ; 

(II') l il existe sur Dx un point tel, que le triangle qui a ce point pour sommet et DC 

( pour base ait ses angles à la base égaux. 

Car ce dernier point pourra évidemment être appelé le point A. Mais ce point peut 

ne pas exister, même si l'hypothèse (III) : 

(III) Dx est le prolongement de DB 

est vérifiée. Il faut, pour qu'il existe, que l'angle xDC soit aigu, d'après le théorème 

sur l'angle extérieur. 

Donc l'hypothèse (III) peut avoir l ieu sans que l'hypothèse (II) soit vraie. 

( â) On s'attache précisément à donner aux énoncés des formes telles, que l'hypothèse 

ne. contienne aucun élément inutile. Dans les recherches plus élevées, et surtout dans 

les applications des mathématiques, la plus grande difficulté consiste souvent à 

reconnaître quelles sont, parmi les données de la question, celles que l'on doit utiliser. 

H A D A M A R ! ) . — J l l I W . l i . M 

règle (n° 270) et d 'examiner si aucune par t ie de l 'hypothèse n 'est 
restée inutilisée ou n'a été abandonnée . On s 'assurera qu'i l en est 
ainsi en cherchant si la nouvelle hypo thèse revient exac temen t à 
l 'ancienne, lui est ent ièrement équivalente. 

E X E M P L E . — Dans l'exemple précédent, la forme (H) de l'hypothèse est absolument 

équivalente à la forme (I) : c'est-à-dire que si l 'hypothèse (I) est vérifiée, il en est 

de même de l'hypothèse (II) et réciproquement. E n effet, la seule différence consiste 

en ce que l'égalité AC = AD a été remplacée par ADC = AGI). Or, nous savons 

que l'une quelconque, de ces deux conditions entraîne l'autre. L'hypothèse (11) peut 

donc être absolument substituée à la première : se donner l'une ou se donner l'autre, 

revient au même. 

Quoiqu'i l puisse arriver q u ' u n é lément de l 'hypothèse soit aban
donné sans inconvénient ( 4 ) , ce n 'es t pas ce qui a lieu en général ( a ) ; 
et lorsqu 'on se t rouvera ar rê té dans le cours d 'une démons t r a t ion , 
on devra se demander si cet te impossibil i té d 'arr iver au b u t n 'es t 
pas due à ce qu 'on a perdu, chemin faisant, une par t i e de l 'hypo
thèse donnée. 

E X E M P L E . — Soit à démontrer le théorème suivant : 

M étant un point dans le plan d'un triangle ABC, on fait l'angle B A P = MAC 
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(fig. 3) el l'on prend la longueur AP = AM; on fait de même CBQ = MBA, BQ = BM 

et ACR = MCB, CR = CM. Les />o/Hte M, P, Q, R sont sur un même cercle; 

autrement, dit 

j B A P = MAC ; AP = AM: 

(ï) Hypothèse j ^ = MBA; BQ = BM; 

f ACR = MCB; CR = CM. 

Conclusion : M, P, Q, R sont sur un même cercle. 

Soit à\ la bissectrice de l'angle A : les deux côtés AB, AC sont, symétriques par 

rapport à cette droite, et à cause de l'égalité des angles BAP, MAC, il en est de même 

de AM, AP. Donc le point P est le symétrique de M par rapport à dx; de même, Q est 

le symétrique de M par rapport à la bissectrice d2 de l'angle B ; et R, le symétrique 

de M par rapport à la bissectrice ds de l'angle C. Nous sommes donc tentés de trans

former ainsi l'hypothèse : 

P est. le symétrique de M par rapport à la droite rfx; 

(II) Hypothèse < Q » » a\ 

{ R » » dg 

Conclusion : M, P, Q, R sont sur un même cercle. 

Or, si l'on partait de cette forme de l'énoncé, il serait impossible d'arriver à une 

démonstration; en effet, la proposition, ainsi formulée, est fausse. Il n'est pas vrai 

qu'un point quelconque M et ses symétriques P, Q, R par rapport à trois droites 

quelconques soient sur un même cercle. C'est ce dont on se rend compte à la simple 

inspection de la figure t\ ; ou encore, en remarquant que trois points quel

conques P, Q, R peuvent être regardés comme les symétriques d'un point quelconque M 
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par rapport à trois droites du </.,, à savoir les perpendiculaires aux milieux 
de MP, MQ, MR. 

Nous avons donc connais une laute en substituant la forme (11) de l'énoncé, à 

la forme (I). Cette faute tient à ce que les trois droites a\t d.2, da ne soot pas quel-

Fig. 

conques : ce sont les bissectrices des angles du triangle donné et, comme tel les , elles 

concourent en un même point. La forme correcte de l'hypothèse transformée est 

donc (-1) 

P est symétrique de M par rapport à la droite a\ : 

Q » » d.2; 

R » » d3; 

les droites du d.,, d, concourent en un même point O 

et conduit immédiatement au résultat, car on voit immédiatement que les quatre 

points M, P, Q, R sont sur une même circonférence de centre O. 

Au lieu de t ransformer l 'hypothèse pour la r approche r de la 
conclusion, il y au ra souvent avan t age à opérer d ' abord sur celle-ci, 
et à s'efforcer de remplacer la conclusion pr imi t ive pa r une au t r e 
qui entra îne la première et qui se déduise plus a isément de l 'hypo
thèse . 

E X E M P L E . — Soit à démontrer le théorème (Ex. 72). 

Si d'un point M, situa sur la circonférence circonscrite à un triangle ABC, on abaisse 
des perpendiculaires MP, MQ, MR sur les trois côtés, les pieds de ces perpendiculaires 
sont en ligne droite. 

Nous démontrerons que les points P, Q, R [fig. 5) sont en ligne droite si nous 

(II') Hypothèse 

(') Cette nouvelle hypothèse peut être substituée à l'ancienne : trois droites concou- * 

rantes peuvent, en général, être regardées comme les bissectrices des angles d'un 

triangle (Ex. 38). 
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démontrons quo, en joignant PQ, PR, les angles BPR, CPQ, qui ont la position 

d'opposés par le sommet , sont égaux. Donc, l'hypothèse étant 

{ Les points A, B, C, M sont un même cercle; 

Hypothese j ^ M R 8 0 n t r e s p e c t i v e m e n t perpendiculaires sur BC, CA, AB, 

nous pouvons donner à la conclusion la forme, 

Conclusion : BPR" = CPQ. 
Fig. r.. 

Mais (81), en raison des angles droits BRM, BPM, le quadrilatère BRPM est 

inscriptible et donne B P R = BMR; de même le quadrilatère CQMP est inscriptible 

et donne CPQ = CMQ. Il nous suffira donc d'établir (moyennant la même hypothèse) 

la conclusion 

Conclusion : BMR = ("MQ. 

La conclusion primitive a donc été remplacée par une autre, dont la démonstration 

est plus simple et sera trouvée aisément par le lecteur ß). 

Il est clair que, dans ce t te nouvelle manière de procéder, on devra 
prendre une précaut ion analogue à celle que nous avons recommandée 

P) Nous avons raisonné en admettant que la disposition de la figure était celle 

qui est représentée (fig. 5). Il conviendra de modifier la démonstration de manière 

à la rendre indépendante de cette disposition : ce qui est aisé à l'aide des remarques 

du n° 82. Toutefois, dans le problème actuel, on peut toujours se placer dans le cas 

auquel se rapporte notre raisonnement; il suffira de changer, au besoin, l'ordre des 

lettres A, B, C. 
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dans la première, et s 'assurer que l'on ne cherche pas à démont re r 
plus que la conclusion donnée, à moins que l'on n 'a i t des raisons 
de croire que cet te conclusion plus é tendue que la première est 
encore exacte. 

Il convient , à présent, de revenir sur une remarque i m p o r t a n t e 
que nous avons dû laisser de côté en commençan t et que , cependan t , 
l 'on doit appliquer dès la lecture de l 'énoncé donné. 

Il est à observer, en effet, que beaucoup de théorèmes sont suscep
tibles d 'être énoncés sous plusieurs formes différentes. Nous en 
avons signalé des exemples dans le t ex te . 

E X E M P L E I. •—• Nous avons remarqué an n° 32 que la proposition : 

Tout point équidislunt de deux pointu A, B est sur la perpendiculaire uu milieu de AB 

peut encore s'énoncer : 

Tout point qui n'est jms sur la perpendiculaire au milieu de AB est inégalement 
distant de A et de B. 

Nous avons vu qu'il y a là une remarque générale : la propos i t ion 
contraire d 'une proposit ion quelconque équivaut à la réc iproque de 
la même proposit ion. 

C'est dans le même ordre d' idées que rent re le mode de démons
t r a t ion dit par Vabsurde et qui consiste à mont re r qu ' en supposan t 
en même t emps l 'hypothèse vraie et la conclusion fausse, on est 
condui t à une contradict ion. 

E X E M P L E IL —• L'énoncé (n° 23) : 

La bissectrice de l'angle au sommet d'un triangle isusvèle est perpendiculaire à la 
base et la divise en deux parties égales 

revient, nous l'avons v u (*), à l'un quelconque des suivants : 

La hauteur abaissée du sommet tombe au milieu de la base et divise l'angle au sommet 
en deux parties égales; 

La perpendiculaire élevée au milieu de la base passe par le sommet, et est bissectrice 
de l'angle au sommet; etc. 

( l) Rappelons (cf. n° 41) que l'équivalence de ces différents énoncés t ient à ce 

qu'il n'y a qu'une bissectrice de l'angle au sommet, qu'une hauteur, qu'une perpen

diculaire au milieu de la base, etc. 
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(') « On doit donner au problème une forme telle qu'il soit toujours possible de le 
résoudre. » (Abel.) 

( ä) Une de celles-ci est donnée dans l'Exercice 37. 

Il est clair que cet exemple, comme le précédent , représente un 
fait général ; nous avons re t rouvé le même fait, pa r exemple, au 
n° 62, Livre I I . D'ailleurs, on le rencontre dès les premiers commen
cements de la géométrie. La démonstrat ion du n° 41 (réciproque du 
théorème du n° 38) n 'es t évidemment qu 'une r emarque de cet te 
espèce. 

Ces deux catégories générales de cas où un énoncé peu t être 
remplacé par un au t r e équivalent ne sont d'ailleurs pas seules; la 
réflexion devra, dans chaque circonstance part icul ière, faire t rouver 
les différentes formes que peut prendre une même proposit ion, fl 
est évidemment essentiel de les passer en revue, afin de choisir celle 
qui se prête le mieux à la démonstra t ion, en un mot de se poser la 
question de manière à en rendre la solution le plus aisée possible' ('). 

Cette dernière observat ion termine l 'exposé des règles fondamen
tales que nous nous proposions d ' indiquer. II sera utile d 'étudier , 
au point de vue de l 'applicat ion de ces principes, les démonst ra t ions 
données dans le t ex te et de se poser, par exemple, des questions 
telles que les suivantes : 

Pour démontrer le théorème sur les médianes d'un triangle (56), nous avons pris 

les milieux de BG et. de CG (fig. S3). Devait-on logiquement songer à cette construc

tion ? —• Pourrait-on la remplacer par d'autres ( 2) ? 

— Peut-on remplacer l'énoncé du n° 55 (droite qui joint les milieux des 

côtés d'un triangle) par un autre équivalent ? — Pourrait-on démontrer directement 

ce dernier énoncé ? 

— Dans l'Exercice 8, les deux parties de la conclusion à démontrer supposent-elles 

toutes deux le point donné intérieur au triangle ? — La réponse à cette question 

indiqtie-t-elle quel théorème doit-être invoqué pour la démonstration de chacune 

des deux parties ? 

— Dans les démonstrations du n° 27, à quel moment est-il fait usage de ce fait 

que le polygone enveloppé est convexe i' 

Etc. , etc. 



SIR 

Q U E L Q U E S A P P L I C A T I O N S 

DE 

L'INDICE DE K R O N E C K E R 

(Extrait de la Noie parue dans {'Introduction à la théorie des fonctions d'une variable, 

île M. J . Tannery.) 

APPLICATIONS. 

Théorème de Schoenflies. — La démons t ra t ion donnée précé

demmen t du théorème de M. J o r d a n nous apprend, non seu lement 

qu 'une courbe fermée sans point double divise le plan en u n e région 

extérieure et une région intér ieure , mais aussi que l 'ordre d ' u n po in t 

par r appor t à la courbe est égal à o dans la première de ces régions, 

et à ± i dans la seconde. 

Ceci suffit, comme on va le voir, pour démont re r u n i m p o r t a n t 

théorème de M. Schoenflies, qui s 'énonce ainsi : 

Soient 

deux fonctions de x et de.y, b ien définies et cont inues à l ' in tér ieur 

et sur la circonférence du cercle 

(2D) 
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Supposons que les égalités 

T V , y) ». A'l-*, J ) = é ' ( ^ . / > 

ne puissent être vérifiées s imul tanément dans le cercle en quest ion 

sans que l 'on ait x = x', y — y'. 

Soit C la courbe décrite par le point (X, Y) lorsque (x, y) décrit 

la circonférence du cercle. 

Alors les équations (24) où X, Y seront considérés comme donnés, 

auront une solution (évidemment unique d 'après l 'hypothèse) toutes 

les fois que le point (X, Y) sera pris à l'intérieur de C. 

Ce théorème résulte immédia tement des propriétés de l 'ordre et 
de l'indice établies clans ce qui précède. 

En effet, un point (X, Y) intér ieur à C est caractérisé pa r ce fait 
que son ordre pa r r appor t à C est égal à dz 1. 

Ceci revient à dire que l'indice du système \ f(x, y) — X, g(x, y, Y | 
a cette même valeur et est par conséquent différent de o. 

Donc les équat ions (24) ont à l ' intérieur du cercle (26) , une solution 
commune. c. Q. F . D . 

Je vais ma in t enan t me servir, comme je l 'avais annoncé , du 
théorème de J o r d a n dans l 'espace à plus de deux dimensions. J e 
vais même supposer ce théorème démont ré avec un complément 
qu'il est, naturel de lui donner d 'après les considérat ions qui précèdent . 
J ' a d m e t t r a i non seulement qu 'une surface fermée sans po in t double 
divise toujours l 'espace à n dimensions en une région extér ieure 
et une région intér ieure, mais encore que l 'ordre de t o u t po in t 
intérieur est égal à ± 1. 

Dans ces condit ions, le théorème de Schoenfiies est démontré pour 
un nombre quelconque de variables. 

Autrement dit, soit 

S , (•*'!) . . . , # « ) = X.,, 

j* • • • '
 xn) — ^ï) 

• ' ' "i 

jn ( ^ ' 1 , • • . , X„ ) = X „ 

un système de relations déunissant les quan t i t é s X comme fonctions 
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cont inues des x dans u n cer ta in vo lume p de l 'espace à n d imensions : 

vo lume que je supposerai , pou r simplifier (quoique ce t t e hypo thèse 

ne soit pas essentielle), l imité pa r une surface d ' u n seul t e n a n t . 

Supposons que, dans le vo lume en quest ion, on ne puisse pas 

avoir s imu l t anémen t 

( 2 6 ) / / ( . ï ! , . . . , . / • „ ) = / < • ( . * ' , , ....ai'„) ( ( = i , s , . . . . « ) , 
si l 'on n ' a pas .T., = x\, ,ra = x'.2, . . ., xa — xn. 

Soit alors S la surface (nécessairement fermée et sans poin t 

double) que décri t le po in t X lorsque le poin t x décri t la frontière s 

de p. Les équations (24') auront une solution toutes les fois que le 

point X sera à Vintérieur de S. 

La démons t r a t i on donnée pou r le cas de deux var iab les subsiste, 

en effet sans modification u n e fois admises les proposi t ions ci-dessus 

indiquées . 

On p e u t même r e m a r q u e r qu 'el le suppose seulement , pou r démon

t r e r l 'existence d 'une solut ion au moins, l ' impossibi l i té des rela

t ions (26) ent re deux po in t s dis t incts de la frontière s. 

On voi t pa r ce que nous venons de dire que le t héo rème de 

M. Schoenflies n 'es t pas dis t inct au fond de celui de M. J o r d a n . 

La por tée de ce t h é o r è m e est d'ailleurs t rès g rande : elle appa

ra î t r a si on le compare a u x résul ta t s classiques de la théorie des 

équa t ions du premier degré. 

Considérons u n sys tème d ' équa t ions l inéaires dans lequel le 

n o m b r e des inconnues est égal à celui des éqxiations. 

Quo iqu 'un tel. sys tème a d m e t t e en général u n e solut ion et une 

seule, il p e u t arriver qu ' i l soit impossible ou bien indé te rminé . 

Mais la condit ion pou r que le système a d m e t t e u n e solution, 

quelles que soient les va leurs a t t r ibuées a u x seconds membres , 

n ' es t pas dis t incte de celle qu i expr ime qu' i l ne peu t en avoir plus 

d 'une . 

Le t h é o r è m e de M. Schoenflies nous apprend que cet te dernière 

condi t ion ent ra îne encore la première , du moins dans une por t ion 

convenab lement choisie de l 'espace, lo r squ 'au lieu d 'équa t ions 

linéaires on envisage des équa t ions t o u t à fait générales de la 

forme (24'). 
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P) Le fait qu'un point P' de S' est nécessairement extérieur à toute surface S 

intérieure à V résulte de ce qu'on peut joindre P' à l'infini par un chemin continu 

n'ayant avec V ou S' d'autre point commun que P' (ce qui, à son tour, doit être 

considéré comme faisant partie du théorème de Jordan). 

La remarque suivante découle imméd ia t emen t du théorème de 

Schoenflies. 

Supposons qu ' en t r e deux volumes V, V de l 'espace à n dimensions 
(limités chacun par une surface d 'un seul t enan t ) existe une corres
pondance parfai te et continue. Je dis que s'il en est ainsi, aux points 

intérieurs à V correspondront des points intérieurs à Y' et aux points 

frontières de V, des points frontières de V'. 
Supposons en effet que le point P, in tér ieur à V, corresponde à 

un point P ' , s i tué sur la frontière S' de V' . De son côté, s'il en est 
ainsi, la frontière S de V correspondra à une surface S' (fermée 
et sans point double) à laquelle P n ' appa r t i end ra pas. D 'après le 
théorème de M. Jo rdan , S' délimite un volume V', t o u t entier 
intérieur à V, et auquel pa r conséquent P ' est extér ieur ('), de sorte 
que les points P , intérieurs à S, ne correspondraient à aucun point P ' 
in té r ieur 'à S'. 

11 y a donc contradict ion avec le théorème de Schoenflies, et no t r e 
conclusion est démontrée . 

Les considérations précédentes p e r m e t t e n t également cle démon
trer , pour le volume de la sphère, à un nombre quelconque de dimen
sions, le théorème de Brouwer. 

Le volume de la sphère à n dimensions a y a n t pour centre l 'origine 
et pour rayon l 'unité, est l 'ensemble V des points qui vérifient 
l ' inégalité 

(. »7') x\) + x\ H - . . . -4- xi S i . 

Le théorème que nous allons démont re r est le suivant : 

Toute transformation parfaite et continue du volume V en lui-même 
laisse au moins un point invariant, soit à l'intérieur, soit sur la frontière. 

Soient en effet, x,, xi} ...,xn; x\, x'.,, x„ les coordonnées de 

deux points correspondants . Considérons les n fonctions 

(a8) Jt —xu x\ — xt, x'„ - x,„ 
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( 1) Cette inégalité est, en vertu de l'identité bien connue tie Lagrange, une conse

quence des équations 

en supposan t d ' abo rd que le p o i n t (xi} . . ., x„) décr i t la frontière de 
la sphère . 

Si ces n fonctions s ' annu len t s i m u l t a n é m e n t , le théorème est 
démon t r é . Sinon, le sys tème de fonctions que nous venons d'écrire 
a même indice que le sys tème (x,, . . ., x„), car on a c o n s t a m m e n t (') 

(./;, - \-\- .j;2(.%\, - x'.x ) - h - . . . -|- . / • „ ( ./.'„ - - .r'„ ) > o. 

Comme ce dernier indice (c 'est-à-dire l 'ordre du cent re pa r r a p p o r t 
à la surface de no t re sphère) est différent de o, il existe forcément 
un point in tér ieur où les fonctions (28) sont s i m u l t a n é m e n t nulles. 

c. Q. v. D . 
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LES E L E M E N T S L I N É A I R E S 

A P L U S I E U R S DIMENSIONS 

(Bulletin des Sciences nia thématiques, *" série, I. 25, if)"1-) 

La notion de ligne droite t rouve son extension naturel le à un 

élément linéaire quelconque dans la not ion de géodésique. 

Il n 'en est pas de même de la not ion de plan. Il n 'ar r ive pas , en 

général, que les géodésiques d 'un élément linéaire puissent former 

des familles à plusieurs paramèt res distr ibuées chacune sur une 

surface unique. 

On peu t se proposer de rechercher les var ié tés qui a d m e t t e n t de 

telles surfaces géodésiques, c 'est-à-dire des surfaces jouissant de 

cette propriété que la géodésique qui jo in t deux points quelconques 

de l'une d'elles y est contenue t o u t entière. 

Dans le cas de trois dimensions, cette recherche n'offre d 'ai l leurs 

aucune difficulté. Si, en premier lieu, nous cherchons les surfaces 

géodésiques dépendan t d 'un pa ramè t r e (et don t il passera, pa r 

conséquent, une pa r chaque point de la var ié té) , nous pour rons 

prendre, pour coordonnée z, celle qui reste cons tan te sur les surfaces 

en question, et choisir les deux autres coordonnées x e t y de manière 

que les lignes x = const., y = const, soient orthogonales à ces 

surfaces. L 'é lément linéaire sera alors 

U) <?-*'-= A rk*~i- E <Ij* -4- r'.F dxdy + (V dy-. 

La propriété demandée s 'exprimera év idemment pa r ce fait que, 

sur tou te géodésique, — sera nul en même t emps que ~ ^ e t cela, 

quels que soient x' — ^ ort y' = 0̂ • 
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Or, l ' inspection cle l ' équa t ion qui fait conna î t r e z" = ^ 7 mon t r e 

i m m é d i a t e m e n t que ceci a lieu dans l ' hypo thèse où E, F , G sont 
indépendan tes de z et dans ce t te hypo thèse seu lement . 

Nous avons donc ainsi t ou te s les var ié tés a d m e t t a n t une série 
simple de surfaces géodésiques. 

P o u r voi r quand ces surfaces géodésiques forment des catégories 
plus é tendues , nous pour rons réduire l 'é lément l inéaire à la forme 

it') \ <7:-~t ildxdy, 

A é t a n t fonction de x e t de y. Si nous désignons p a r z = f(x, y) 
l ' équat ion d 'une surface géodésique, pa r p, q, r, s, l les dérivées 
premières et secondes de /, et que nous écrivions que l ' équa t ion 

s'=P.c"-\- qy"-\- /•./:'-+ :>.S,J-'y + /,)•'-

devient une iden t i t é lo r squ 'on y remplace x", y", z" p a r leurs 
valeurs t irées des équa t ions des géodésiques et z' p a r px' - j - qy', 
il v ien t 

à los A .ûloeA H ' / OA 0A\ àioi>l 

" r - "TT +1'-~7)— + T V'ïv- * ''Tu) - "•!'-7)7-' 

0\O<JA. à los A OlogA iiq f ()A OA. 

I à l o g A ,<)loï.A q-/ ()A ()A\ ûlogï 

sys tème don t l ' in tégra t ion s'effectue a isément p a r les méthodes 

classiques. Les équa t ions obtenues en éga lan t à zéro ^ — ^~ 

, Os ûl , -, • 
al — -_se réduisent a 

Or Ox 

\ A j)(p- N - q'1 M ) - q M - pV = o. 

*• 3 ) i Aq(q-M - p- N) - /; N - y I' = o. 
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Lorsque M — N — P = o, les équat ions (3) ne dé te rminen t 
nul lement la direction du plan t angen t à la surface cherchée. .1.1 
peut alors passer (et il passe en effet) une surface géodésique pa r 
deux géodésiques concourantes quelconques. C'est le cas de l 'espace 
ordinaire, euclidien ou non, et de lui seul, ainsi qu'i l est aisé de le 
constater par l ' intégrat ion des équat ions M = N = P = o. 

S'il n 'en est pas ainsi, les fonctions cherchées se t r o u v e r o n t 
parmi les solutions communes aux équat ions (3). Si, par un point 
quelconque, il doit passer une infinité de surfaces géodésiques 
(c'est, le seul cas que nous étudierons), les premiers membres de ces 
équations doivent adme t t r e un facteur commun . Ceci exige (comme, 
on s'en assure aisément) que M, P et N soient en progression géomé
tr ique, au t remen t dit 

( 5 ) M = pr> = päIN 

moyennant quoi les équat ions (3) donnen t u n i q u e m e n t 

Si ma in t enan t , dans les é q u a t i o n s 

f()ù t)o\ 

/ . 4 . p i + ^ _ L + / , J . j = : 1 1 ) 

(dp ôp\ 

qui résultent de la differentiation de la précédente , on remplace r, s 
et ï par leurs valeurs (3) et qu'on veuille que les équat ions obtenues 
soient des conséquences de l 'équation (G), on aura t o u t d ' abord 

<7) 

puis 

'a. 
dz 

:>. Où 0 loa;/. d loir A ù loa; A 
p dx dx dx 1 dy 

do . fJlouy. /C^IORA. . <9 IOJÏA 

Or, si l 'on différentie ces dernières équat ions pour repor ter le 
résul ta t de la differentiation dans les équat ions (5), celles-ci se 
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réduisent tou tes deux à 
Ôp dp 0-p 

dx dy ^ dx dy 

p é t an t , pa r conséquent , le p rodu i t d ' une fonction de x par une 
fonction de y, on peu t , m o y e n n a n t un c h a n g e m e n t cle var iable , 
supposer G = — T. Après quoi l 'on t rouve 

). = / ( . / • + , » • ) , A = / ( . / • ! - . , • ) o<x — y, z). 

A u t r e m e n t dit (en r e v e n a n t à des coordonnées réelles), l 'é lément 
linéaire cherché a nécessa i rement la forme 

ds-= X.[dx--h dy--»r y (y, z) dz-], 

ou, plus s implement , 

( 8 ) ds* = X ( dx- - h ds-), 

ds] dés ignant un é lément l inéaire à deux var iables y, z. 
Effectivement, sur les géodésiques de l ' é lément linéaire ( 8 ) , 

y et z va r ien t comme sur les géodésiques de ds*} de sorte que l 'on 
a des surfaces géodésiques d é p e n d a n t de d e u x p a r a m è t r e s , une 
géodésique quelconque é t a n t con tenue dans u n e (et, en général , 
dans une seule) de ces surfaces. 

Le problème n 'a donc , comme on voit , que des solut ions assez 
banales . Il serait toutefois in té ressan t cle faire une recherche analogue 
lorsque le nombre m des dimensions est supér ieur à 3. Là, en effet, 
le p rob lème se complique, pu isque les surfaces géodésiques sont 
alors remplacées pa r des mult ipl ici tés à p d imensions (p é t an t 
un n o m b r e auquel on devra donner success ivement toutes les 
valeurs de 2 à m — i) et que ces mult ipl ici tés p e u v e n t à leur toxir 
dépendre d 'un nombre var iable de p a r a m è t r e s . La solut ion résul tera i t , 
sans cloute, a isément des méthodes de calcul différentiel absolu 
de MM. Ricci et Levi-Civi ta , si t a n t est que ces au teu r s ne l 'aient 
pas déjà obtenue . 
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D E S 

L I E U X G É O M É T R I Q U E S 
E X sun 

LA CONSTRUCTION P A R RÉGIONS 

(Nouvelles Annales cle mathématiques, 5» série, L. I, iga3. ) 

1. Soient 

( i ) J(x, y, u) = o, 

( i ' ) J\(x, y, u) — o, 

les équat ions des deux courbes planes C, C, dépendan t d 'un même 

pa ramè t r e var iable u. Le lieu L décrit pa r les points communs 

à ces deux courbes, lorsque u varie, s 'obt ient en él iminant u ent re 

les deux équat ions précédentes. 

Nous supposerons d'ailleurs ces équat ions algébriques et entières. 

Peut-on t rouver , en opérant directement sur les équat ions (i), (r/) , 

les points doubles de la ligne L ? 

C'est ce que donne aisément une mé thode connue, si je ne me 

t rompe, depuis Hermi te et qui repose sur la mé thode d 'é l iminat ion 

pa r les fonctions symétr iques . Soient, uu u a , . . . , up les racines de 

l 'équat ion (i), supposée de degré p en u : le résul ta t cle l 'é l imination 

de u entre nos deux équat ions, c'est-à-dire l ' équat ion du lieu cherché, 

est 
L(.r, y) — o 
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âfj , OL Ou 

ly 
Of: Olt, \ ... . ,. , , 

- + jfo jpjJA*, />', "*)• . . . M * , .R. «/-)== o. 

On voit que ceci p e u t se produi re de deux maniè res : 

i ° Ou bien 

( 3 ) /., ( x , „y , ut)/t (x, y, //.„).. .j\(x, y, «,,) = », 

c'est-à-dire que les équations (1) , (T.') ont au moins D E U X racines 

communes ; 

2 0 Ou bien on a, à la fois, 

%. + <Lf1

dJh-Q 'IL Èù'hh^o 
dx Ou, Ox ' f/r rf», rfr 

Si l 'on t i en t compte des valeurs de ^ > ^ > telles q u ' o n les t i re 

de l ' équa t ion (1) , on voit que la condition pour qu'il en soit ainsi est 

HADAMARD. — jumnS. M 

avec 

(. a ) L ( x, y) = / , l x, y , u, ) f, ( x, y , «„ ) • • • /., ( .r, y , u,, ) . 

Un point (#„, t/„) de L —• pour lequel, p a r conséquen t , les équa

t ions ( i ) , ( i ' ) a d m e t t r o n t une rac ine c o m m u n e u{ — sera double 

s'il sat isfait , en out re , aux deux rela t ions 

àh _ Oh _ . 

àx ~" ' 6^r 

Or pa r exemple, peu t se calculer d 'après l 'expression (2) de L, 

si du moins le t héo rème des fonctions implici tes s ' appl ique à la DIFFE

ren t ia t ion de la fonction u, (x, y), ce que nous supposerons t o u t 

d ' abord . On aurai t , en thèse générale, p t e r m e s , pu i sque u est un 

p rodu i t de p f ac teurs ; mais ici un seul t e rn ie est différent de zéro, 

celui, q u ' o n obt ient en faisant por t e r la differentiation sur le premier 

facteur . Donc, on doit avoir 

fàf, Of., Ou. \ , , , , , , ,. , , 
\0x at, lx~y^**> •>'» « « V i t » » . : > ' ' « O • • • / 1 ( • * ' > 7» "/') = 0 

et, de m ê m e , 



V.Sa JACQUES HADAMARD. 

donnée par la double proportion (') (dans laquelle nous avons suppr imé 

à la lettre u l ' indice i devenu inutile) 

U ' : i • \Ts)=V<h) • {<)r)-\àu) • {<)„)' 

laquelle doit être vérifiée en même t emps que (i) et (i ') . 

Le cas où le théorème des fonctions implicites serait inappl icable 

à l 'équation (i) ne change rien aux conclusions précédentes . C'est, 

comme on le sait , celui où ^ = o, c 'est-à-dire où (x é t an t remplacé 

par x„ et y par yu) u, est racine double de (i). Si, pour l ' équat ion (i ' ) , 

u, est racine simple, on pourra recommencer les ra i sonnements 

précédents en in te rver t i s san t les rôles des po lynômes /, / , . Dans le 

cas contraire, les équat ions données ont deux racines communes 

égales entre elles, ce qui est u n cas par t icul ier de notre hypo

thèse i° [équation (3 ) avec K» == u,]. 

2 . Ce qui précède appara î t d 'ail leurs imméd ia t emen t au point 

de vue géométr ique, en considérant u comme une troisième coor

donnée cartésienne, ( i) et ( i ' ) représenten t alors deux surfaces 

et L est la project ion de leur intersection sur le plan des xy. Cette 

projection peut effectivement, comme on le sait , avoir deux sortes 

de points doubles : points doubles a apparen t s » (ou « pa r project ion ») 

et points doubles véri tables dans l 'espace. La première catégorie 

correspond à la relat ion ( 3 ) , la seconde aux relat ions (4) [puisqu'alors 

les deux surfaces (i), (i/) sont tangentes entre elles]. 

3 . Je prendrai comme exemple d 'un calcul de cette espèce le 

problème su ivant , proposé autrefois en Mathémat iques spéciales : 

Lieu des points communs à deux coniques C, C, qui varient en restant 
constamment semblables entre elles, chacune d'elles ayant, d'autre part, 
ses foyers fixes. 

( l) En coordonnées homogènes, on aurait, un quatrième rapport 'H^ : -/ égal à 

(Jz (Jz 

la valeur commune des trois premiers; les équations (/|) ainsi modifiées permettront, 

comme il est connu, de traiter le cas des points à l'infini. 
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Si la conique C étai t r a p p o r t é e à ses axes, les demi- longueurs de 

ceux-ci é t an t c s / u et c \ / u — i , son équat ion serai t 

V V a 

( •) ) -\ (:- = o. 
ti. u — i 

Cette même équa t ion représentera la conique r appo r t ée à deux 
axes rectangulaires donnés d 'une manière que lconque , si l 'on pose 

( 6 ) X — .B cosO — y sin 0 ' - p, Y = j:sin Ô -4- )• coaO •- r/, 

où 0, p , (j sont trois cons tan tes données. De m ê m e l ' équat ion de 
la seconde conique pour ra s 'écrire 

• x v 'Vf 
M « — 1 

|w é t an t le même que dans l ' équa t ion (5), de manière à expr imer la 
simil i tude des deux courbes] , avec 

ß , j Xi = ,v cosO, —, ) ' sin 0, - jjk, 

I Y., = ,x- sinÔ.L 4 - y cosÔ., — (p. 

L'él iminat ion de u en t re (5) et (5') pourrait- s 'effectuer en r e n d a n t 

entier . Mais on peut aussi résoudre par r a p p o r t à et 

expr imer que la différence des inverses des q u a n t i t é s ainsi obtenues 

est i . Il v i en t ainsi 

( - ) ; X s > 3 _ V V - )lc'(X* H- Y* ) - r/f ; \ ' t Y'V] 

= (> S Y? • Y'-) (/-X'f — c'fVM. 

Le lieu est donc une courbe L du sixième degré. On voi t immé
d i a t emen t qu'elle se p rê t e au mode de cons t ruc t ion « p a r régions », 
lequel condui t , ici, à t r ace r les courbes 

(i = XY., ~Xt\ — o, 

( 8 I 11 — X Y., -i- YX, = o, 

( r = r » n - x ? - i - Y-j) « f ( x » - i - y * Ï = O, 

( I.)., = a X, f, X — o, D s =rc.'V , — <\ > = n ; 

'•'^ I I = c X., - i - X o, D'^ — cY., -+- r;., Y = = o . 

Les deux premières sont un cercle G et une hyperbole équila-

tè re H, tou tes deux pa s san t par les centres O, O, des deux coniques 
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bole H, a, d 'après la forme même de l 'équat ion (7 ) , les points 
doubles A (commun à G, H, D 2 , D' s), B (commun à G, H, D , , ]')',) 
et les qua t re aut res P (commun à G, P, D, , D a ) , Q (commun à G, 1, 
D',, D ' , ) ,P ' (commun à H, F, D, , D',), Q' ( commun à U , P, D',, D„). 

Soit, en t ou t , huit points doubles, car il faut encore compter 
comme tels les points circulaires à l'infini, 

génératrices, pa r le point de rencontre A des axes focaux et le poin t 
de rencontre B des axes non focaux. Le cercle a son centre au milieu 
de A B ; l 'hyperbole a son centre au milieu de OO, et ses a sympto te s 
parallèles aux bissectrices des angles OAO,, OBO, . L = o est un 
cercle pa r r appor t auquel O, O, sont inverses l 'un de l ' au t re . 
Enfin D , . D, , D',, D!_, sont quatre droites dont la disposition, ainsi 
que celle des trois coniques précédentes, est représentée figure i . 

La courbe L, qui a pour asymptotes (réelles) celles de l 'hyper
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O n 

va Y a 1 
S + 

u- (n - '•)-

X s V-

ii'1 (u — ï y1 

4. Les points doubles ainsi t r ouvés sont-ils les seuls ? 
C'est ce que la m é t h o d e p récéden te va nous p e r m e t t r e de décider. 

Nous allons voir qu'i l en est bien ainsi clans le cas général , c 'est-à-dire 
pour u n choix arb i t ra i re des données . Au contra i re , des points doubles 
supplémenta i res a p p a r a î t r o n t dans des cas spéciaux, caractérisés 
pa r une relat ion ent re les données . Mais il est e n t e n d u que je laisserai 
de côté tous les cas encore plus par t icul iers , c 'est-à-dire ceux dont 
la réal isa t ion exigerait d e u x re la t ions ou plus en t re les données . 

Les branches infinies de la courbe é tan t connues pa r les r emarques 
qui p récèdent , nous nous bo rnons aux points à d i s t ance finie. Nous 
avons à chercher : 

i° Les points doubles qui , au po in t cle vue du r a i sonnemen t précé
den t , appara issent pa r project ion. Il faut, pour cela, que les deux 
polynômes (i), ( i ' ) , c 'est-à-dire les deux po lynômes en u obtenus 
en mul t ip l i an t p a r u (u — i) les quant i t és (5), (5'), soient ident iques 
à un facteur cons tan t k près, puisqu ' i l s sont du second degré. Les 
q u a n t i t é s (5), (5') el les-mêmes doivent donc ne différer l 'une de 
l ' au t re que pa r ce m ê m e facteur k, ce qui exige 

, *ï _ v? _ çi 
- ~ V ~ Y* ~~ r- ' 

Or, ceci donne préc i sément (à dis tance finie) les points doubles 
déjà ob tenus . 

2 ° Les points doubles qui se p résen ten t comme « vér i tables ». 
Nous les t rouverons en éc r ivan t les relat ions (4). E n t e n a n t compte 

des expressions (6), (6'), l 'égali té des deux premiers r appor t s donne 

/X^cosfl. , Y.| sin OA / •- X'., sin fr. Y., cosfrA 

\ a u i J \ it u. - - i / 

( ' ° 1 ' / X c o s f l V s inO\ """" / - X s i n g V cos TA ~ ''' 
\ u u i / \ u u — i J 

et le dernier r appor t 
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Or les relations (10) donnent 

D ' o ù ( ' ) 
/ • * - / - = o. 

k = o (ou k — oo) ne donnerai t rien [les équat ions (10) exige
raient X, = Y , = o, ce qui est incompat ib le ( a) avec (5')]. On doit 
donc prendre 

moyennan t quoi la relat ion ( n ' ) est vérifiée d'elle-même. 
Pour k = i , les relat ions (/j.) expr iment que l 'équation 

l 19.) — 1 ! — c-, -- ( 

Il II — I 

représente une surface ayan t un point conique au point double 
cherché et qne, en part iculier , la conique obtenue en la issant u 
constant se compose de deux droites se coupan t en ce point . 

Cette conique est toujours une hyperbole équilatère ayan t , 
comme H, ses a sympto tes également inclinées sur BO et B O , . Il y a 
avantage , pour cet te par t ie du calcul, à p rendre pour axes les bissec
trices des angles formés pa r BO, B O , , de manière que 

X = x cos Ô — y sin 0, X, z=xvosÔ I - y sin 6, 

Y — ( x •— a) sin ô + ( y — ß) cos0, 

Y t = (y — fi) cos6 — ( -~ ac) sin 6, 

... _j . 

( 1) Le relation Cri') aurait l ieu en même temps que ( u ) si les deux membres en 

étaient simultanément nuls , c'est-à-dire si l'on avait, à la fois, 

Il — I Il — I II 

(les signes à prendre dans ces deux inégalités étant indépendants l'un de l'autre). 

Mais, s'il en était ainsi, (5) donnerait pour la valeur commune des deux membres 

de la première égalité précédente, la valeur ± c, et (5') pour les deux membres de la 

seconde, la valeur commune ± c.,. Un tel point double (imaginaire, d'ailleurs comme le 

serait toute la figure dans ce cas) rentrerait encore clans la catégorie déjà étudiée 

puisqu'il appartiendrait à la fois à deux des droites (9). 

( 2) Cette incompatibilité disparaîtrait pour u = o ou u •—• 1 = o. Mais alors on 

aurait aussi X = 0 ou Y = o, de sorte qu'on retomberait sur l'un des points A, B. 
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a et, ß désignant les coordonnées du point À - p a r r a p p o r t aux axes 

ainsi choisis. Dans ces condi t ions , l ' équat ion de la conique (12) 

s 'écrit, pour u = ut), 

, ./••)' ( x — a. ) ( y — ß ) , — <--

12 I H- ; — -I- —. 7- = o 
// 11. — 1 sin •>.') 

et son centre (une fois t r o u v é e la valeur u„ qu ' i l fau t donne r à u) 

est le po in t 

(. 13 '1 ./•„=«{/„, ) ' „ = ß / / „ . 

Le point double cherché oj est donc sur la droi te AB et la divise 

dans le r appor t u„, soit 

On vérifie à nouveau sans difficulté que ce choix du point OJ 
annule également la dérivée p a r r appor t à u . 

Il nous reste à écrire que les coordonnées de co vérif ient , non pas 

seulement l 'équat ion (12), mais les deux équa t ions (5), (5 ') . Comme 

les valeurs de X, Y, X , , Y, en M s ' ob t i ennen t (au signe près) en 

mul t ip l i an t par u ou u — 1 les longueurs OA, OB, 0 , A , 0 , B , il 

v ien t ainsi 

11 z, i n„. X ï f - Tm3== r 2, « i ( .XB' J — Ô T B 2 = c ' \ . 

La condition pour que le point double existe est donc 

condition, suffisante en m ê m e t e m p s que nécessaire, car si elle est 

remplie, les deux équa t ions (;c/|) sont compat ib les en u U ) après quoi 

le poin t ( i3) satisfait à t o u t e s les condit ions imposées au point co. 

E n t e n a n t compte de ( i4 ) , on constate a isément q u e ce point est 

le pied de la h a u t e u r du t r iangle A P ' B (ou AQ'B) . 

5. Le mode de cons t ruc t ion pa r régions, si s imple et si intuitif, est, 

comme on le sait, une m é t h o d e incomplè te . 11 fourni t sur fa courbe 

proposée un certain n o m b r e de renseignements , mais non tous ceux 

don t on a besoin pour la connaissance, m ê m e qua l i t a t ive (celle 

don t il s 'agit en ce m o m e n t ) , cle sa forme. P a r exemple , il peu t y 
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avoir clos régions où la méthode permet le passage de la courbe, sans 

prouver qu'elle doit y passer (Exemple : la région numéro tée 4 

sur la figure i ) . 
Peut-on obvier à cet inconvénient ? 
Pour cela, il impor te d 'en pénét rer la raison, et cette raison est 

facile à indiquer . 

Pour construire la courbe 

( i 5 ) <i>(x, — y), 

la méthode des régions consiste : 

i ° A discuter le signe de chacun des deux membres , de manière 
à éliminer tou tes les régions du plan où ce signe n 'est pas le m ê m e ; 

2 ° A dé te rminer les points communs aux deux lignes $>(x, y) = o, 
W(x, y) = o, points qui appar t i ennen t nécessairement à la courbe 
étudiée. 

Or, les éléments ainsi notés ne sont pas particuliers à la seule 
courbe ( i5) : ils lui sont év idemment communs avec tou tes les 
courbes 

u t i l <!»(>, y) = A ' F O , r ) . 

X désignant une cons tante positive quelconque (ou même une quan t i t é 
variable, pou rvu qu'elle soit toujours posit ive pour x et y réels). 
La méthode ne saura i t donc déceler d 'au t res propriétés que celles 
qui sont communes à toutes les courbes (16). 

Par contre, nous pourrons compléter les indicat ions ainsi acquises 
si nous arr ivons à é tudier la manière dont se forme cette courbe (16) 
lorsque A var ie de o à - j - oo. 

Pour X = o, on a <ï>(x, y) = o, et pour X = oo, W(x, y) ~ o, lignes 
dont, p a r hypothèse , la forme est bien connue. 

D 'au t re pa r t , si l 'on a construi t u n arc de la courbe 

(X„ é tan t une constante) sur lequel n 'exis te aucun point singulier, 
de sorte que S 7 y a d m e t des dérivées partielles continues et que êF'^ 8>' 
ne s'y annu len t j amais s imul tanément , on pour ra affirmer que la 
courbe 

5(>, y )=!„ -I- s. 
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s é t a n t u n nombre positif ou négatif t r è s pe t i t , p résen te un are 
très voisin du premier et de forme t o u t ana logue : c'est une consé
quence imméd ia t e du théorème des fonctions impl ic i tes . 

Un changement, d 'aspect de la courbe & (x, y) = A , lorsque X var ie , 
ne p e u t donc avoir lieu que : 

i ° Au voisinage des poin ts où ff cesse d ' avo i r des dérivées conti
nues . Si nous nous bornons au cas où la fonction y< est rat ionnel le 
(ou se compor te comme u n e fonct ion ra t ionnel le) , ces po in t s sont 

ceux où <F se présente sous la forme >̂ soit, pou r S1 = jpi les points 

communs à <)> = 0, W — o ; 
2 0 Au voisinage des po in t s où S"",. = = o. 

Le premier cas se discute pa r les mé thodes classiques d ' é tude 
d 'une courbe au tou r d 'un de ses points . Dans le p rob lème par t i 
culier considéré dans ce qui précède, les po in t s c o m m u n s aux 
lignes <[>(#, y) = o, W(x,y) — o sont tous doubles pour chacune 
d 'el les; ce sont, pour la courbe (16), des points doubles permanents, 
c'est-à-dire points doubles quel que soit A . E n u n te l po in t (x0) ya), 
il y au ra d e u x t angen te s , définies en égalant à zéro u n po lynôme du 
second degxé du t ype 

a< x — ./•„ V-h a £ ( x — x„M,;)'—.)'„) -+- '*U' —.)'«) 1 

— > . [ « ' ( . 7 ; — , » „ ) ' + ab'(.T — ,/••„) (y — , i -„) + r'[y — r„)"-] 

(a, b, c, a', b', c' é t an t des coefficients numér iques ) ; et, dans la 
région du plan qui avoisine ce po in t , un changemen t de forme de la 
courbe pour ra avoir lieu au cours de la va r i a t ion de A , p a r suite du 
changemen t de signe du d iscr iminant de ce po lynôme , le po in t (x0, yu) 
pas san t alors du pôle de po in t double réel à celui de point isolé pa r 
l ' in termédia i re d ' un rebroussement . 

Dans le second cas, le po in t considéré est poin t double accidentel, 
c'est-à-dire point double pou r une va leur dé te rminée X„ de A et 
pour celle-là seulement . P o u r X = X„ -)- t, la courbe au ra sensible
m e n t , au voisinage de ce po in t , la m ê m e forme que la conique 

a ( a? — ./.•„ Y- -I- a b ( x — .»„ ) (y — / „ ) •+- c ( y — y9 )'- — £, 

a,, b, c é t a n t encore des cons tan tes convenab lement choisies; au t re 
m e n t di t , si fea — ac < o, elle passera (E changean t de signe) du réel 

I I A D A . M A I U I . — J l M i l L l i . . 37 
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(très pet i t ovale au tour du point considéré) à l ' imaginaire. Si, au 
contraire, le point double correspondant à A = X„ est à b ranches 
réelles (et dist inctes), la courbe aura, près de ce point , sensiblement 
la forme de deux pet i t s arcs d 'hyperbole dont chacun, lorsque s chan
gera de signe, se coupera en deux, chaque moit ié allant se raccorder 
avec la moitié correspondante de l 'arc opposé. 

Si donc on sait, é tudier ces points doubles — comme, d ' au t r e 
par t , les mêmes considérations permettent , de dessiner la forme de 
la courbe pour X t rès pet i t ou très grand — on possédera, pour 
cela même, tous les renseignements nécessaires. 

6. Appliquons à la courbe (7). Nous devons multiplier le second 

membre de son équat ion par X; mais, à cause de l 'homogénéi té 

que présentent ses deux membres par rappor t à c et c,, nous voyons 

que cela revient à changer c, c, en c\'X, c, \/X. Nous obt iendrons donc 

la famille de courbes correspondant à (16) en imaginan t que , dans 

l 'énoncé de no t re problème, nous commencions par ne nous donner 

(outre les positions des quat re axes) que le rapport ~ des dis tances 

focales, et faisant varier ensuite ces dernières, s imul t anémen t et 
proport ionnel lement l 'une à l 'aut re , de 0 à 00. 

La connaissance du rappor t ~ suffit d 'ailleurs à construire tou te s 

les lignes séparatr ices (8), (9) (fig. 1 ) . On ombrera , à la manière 
ordinaire, de deux en deux les régions dé terminées par ces lignes. 
La disposition é t an t celle qui est représentée ligure T, si, en ou t re , 
le point de rencont re A des axes focaux est bien celui qui est désigné 
ainsi sur la figure, les régions négatives, c 'est-à-dire celles où les 
deux membres de (7) auront des signes contraires et où, p a r consé
quent , la courbe ne pour ra pas passer, seront celles que nous avons 
ombrées, les régions permises à la courbe au tou r cle A é t an t celles 
qui cont iennent les directions Y = o, Y, — o, t andis que l ' inverse 
a lieu au tour du point B où se coupent les axes non focaux. Le point 
double B est d'ailleurs à t angentes réelles pour tou te valeur posi t ive 
de À tandis que A, qui est à t angen tes réelles pour X == o, 00, est 

point isolé ent re les deux valeurs X — -2^- et X = < ) j ^ 1 ces dernières 

correspondant à des points de rebronssement , C'est ce qu 'on recon-
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Q u a n t aux points P, P ' , Q, Q', ils sont tou jours à t angen tes 
réelles ( a) pour t o u t e va leur réelle de À. Enfin, il en est cle même (") 
du po in t to. 

Dans ces condit ions, au cours de la var ia t ion de À, il ne se produi ra 
de changemen t de forme (toujours au sens qua l i ta t i f du mot) que 

(*) Le point B correspond au cas où les coniques variables c, cx se réduisent à deux 

hyperboles infiniment aplaties suivant leurs axes non transverses (u = 1). Le point A 

correspond à u — o, c'est-à-dire au passage d'ellipses infiniment aplaties chacune 

suivant son segment focal à des hyperboles infiniment aplaties suivant les prolonge

ments de leurs segments focaux. De tel les courbes ont leurs points d'intersection réels 

si A est intérieur aux deux segments focaux ou extérieur à tous deux; imaginaires, 

s'il est intérieur à l'un et extérieur à l'autre. 

( 2) Il en est ainsi, quelle que soit la disposition de figure, E n tenant compte de 

ce que G, H, T sont, à des facteurs constants près, identiquement égaux à D 1 D ' 2 — D', D 2 , 

D',D'i, — DjDJJ, DjD', -f- DjjD'a, on voit que, en P , par exemple, le faisceau des tangentes 

est, quel que soit A, cle la forme D'j •— Djj -f- mDjDa = o. 

( 3) Les tangentes en « à la courbe, l ieu du jnoint (x, y, u) dans l'espace s'obtiennent 

en coupant par le plan tangent à la surface (5) ou à la surface (5') le cône tangent 

à (12'). Or, en posant, dans cette dernière, u — u0 -f- u', x — a.ua -)- x', y = |3u 0 -|- y', 

on voit que ce cône tangent se décompose en deux plans x' = au', y1 == ßu'. Dans le 

plan des xy, les tangentes sont symétriques des droites (12) par rapport à AB. 

naî t imméd ia t emen t sur l ' équa t ion ( 7 ) , en se p l açan t successivement 
au voisinage du po in t (Y — Y, = o) et du po in t ( X = X, — o), et 
c'est ce qu 'on peut, d 'ai l leurs voir géomé t r i quemen t d 'après l 'énoncé 
du problème ('). 
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Ai = r -
O. A - OA. O., A OA 

du paramèt re X. La figure 2 mont re les disposit ions successives de 
la courbe dans la région T, pour X < X, ( t ra i t ponctué) , X = X, ( t ra i t 

Fig. Fig. S.bis. 

plein), X, < X < X2 ( trai t mixte) . La boucle de sommet À d iminue 
ensuite ju squ ' à ce qu 'on ait X = Xa ( rebroussement clans la région 2). 
Le point A reste point isolé jusqu ' à X = X., et les changements de 
forme qui se produisent à par t i r cle ce m o m e n t in téressent les régions 3 
et 4 . Les formes présentées par la courbe, dans ces régions, pour X < X;, 
et X > X, sont représentées figures 3 et 3 bis. 

Bien en tendu, si les rôles des points A et B — a u t r e m e n t di t 
ceux des axes focaux et non focaux — éta ien t in terver t i s , la figure 
gardan t par ailleurs la disposition représentée figure 1, le po in t eu 
n ' in terv iendra i t pas, la valeur cor respondante de X é tan t néga t ive , 
et les seuls .changements de forme seraient dus aux changements de 
na ture du point double B (devenu A). 

Note du Comité de rédaction. — Ce travail montre l'intérêt que M. Hadamard 
porte à l 'Enseignement secondaire. On trouvera de nombreuses notes analogues 
dans les Nouvelles Annales et dans VEnseignement scientifique (voir la l iste dés 
travaux). 

dans les regions numérotées 1, 2 , 3 , 4 sur la ligure r. Elles corres

pondent aux valeurs successives 
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LA GÉOMÉTlîIE ANALLAGMATIQLE 
{Addition à l'article : Sur les récents progrès de la géométrie anallagmatique) 

(Nouvelles Annales de inaltiàmaliques, (>" série, t. II, ifr-ij.) 

À la suite de l 'art icle sur les récents progrès de la géométr ie 

ana l lagmat ique (article qui sera désigné dans ce qui suit p a r 

l ' abrévia t ion À), M. Car t an m ' a c o m m u n i q u é plusieurs complé

men t s remarquables . J ' i n d i q u e ici le plus s imple d ' en t r e eux. 

P a r m i les diverses congruences pa r a t ac t i ques qu i ont m ê m e 

sphère imaginaire pr incipale ( '), d is t inguons d e u x espèces ( 2 ) , 

su ivan t que les sens qui se cor respondent sur deux cercles de la 

congruence sont dextrorsum ou sinistrorsum, l 'un p a r r a p p o r t à 

l ' au t re . Dans ces condi t ions , deux congruences paratactiques de même 

P) Je substitue ici cette dénomination à celle de sphère « fondamentale » employée 
précédemment : le mot de sphère principale avait été employé par les auteurs qui se 
sont occupés de cette question ou de la cyclide de Du pin, et il n'y a pas de raison de 
l'abandouner. 

( 2) Cette distinction se rattache à une autre relative aux génératrices de la sphère 
imaginaire principale et qui avait été antérieurement, entre M. Cartan et nous-méme, 
l'objet d'un échange de vues . Au lieu que sur une sphère réelle, deux génératrices 
imaginaires conjuguées sont toujours de systèmes dill'éronts, sur une sphère imaginaire 
pure, deux génératrices conjuguées sont du même système, cle sorte qu'il doit être 
évidemment possible de rattacher à des constructions réelles la distinction entre 
les deux systèmes de génératrices : et c'est à quoi répond précisément, comme l'avait 
remarqué M. Cartan, la distinction indiquée dans le texte . 

Beaucoup d'autres interprétations seraient encore possibles dans le même but , 
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sphère principale el de même espèce se coupent sous un angle constant 

en tout point de l'espace. 

M. Car tan r a t t a c h e ce théorème aux in te rpré ta t ions imaginai res 
que l'on peu t donner des figures ana l lagmat iques réelles que nous 
considérons. Proposons-nous, conformément au p rogramme que nous 
nous étions t r acé précédemment , d 'en donner une démons t r a t i on 
directe et, t o u t d 'abord , d 'établir le su ivan t dont il découle i m m é 
dia tement : 

Deux opérations paralactiques de même sphère principale et d'espèces 

différentes sont toujours permutables. 

On peu t considérer ce dernier fait comme démont ré pa r celui 
que nous avons établi dans notre précédent article (A, 34), relat i
vement aux diverses positions que prend un cercle C lorsqu 'on lui 
applique le groupe d 'opérat ions pa ra t ac t iques défini pa r une 
congruence dont un cercle C coupe C en deux points opposés. Nous 
avons consta té , en effet, que ces positions successives font par t i e 
d 'une seconde congruence para tac t ique , pe rmutab le avec la première 
et (ce qui revient d'ailleurs au même) a y a n t avec elle deux cercles 
conjugués communs . 

Or, deux congruences para tac t iques d'espèces différentes et cle 
même sphère principale, peuvent toujours ê t re considérées comme 
définies de cette façon : car une congruence p a r a t a c t i q u e est définie 
par sa sphère principale, son espèce et un de ses cercles. Dans ces 
conditions, la proposi t ion devient évidente. 

Au reste, on peut (et cet te méthode pour ra i t , au fond, remplacer 
celle de not re n° 34 précédent) dé terminer d i rec tement les deux 
cercles conjugués communs aux deux congruences. Par les deux 
points opposés a , a, communs à C et à C , nous pouvons en effet 
faire passer u n cercle P et un seul qui soit perpendiculaire à tous 

si l'on ne s'astreignait pas à leur donner une l'orme anallagmatique. C'est ainsi que 

n'importe quel paraboloïde hyperbolique équilatère de paramètre a ayant son sommet 

en O coupe la sphère imaginaire de centre O et de rayon a y-—i suivant quatre généra

trices appartenant respectivement aux deux systèmes. Or, sur le paraboloïde, les 

deux systèmes se distinguent l'un de l'autre, dans le domaine réel, par le sens dans 

lequel tournent les génératrices de l'un d'eux autour d'une génératrice déterminée 

quelconque de l'autre. 
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deux. Ceci fait, une série de cercles p a r a t a c t i q u e s à C et, de même, 
une série de cercles p a r a t a c t i q u e s à C, p o u r r o n t s 'obtenir par la 
cons t ruc t ion du n° 18 (article p récédent ) , laquelle fait in te rveni r 
u n angle arbi t ra i re 0, celui don t t o u r n e a u t o u r de F une sphère 
var iable passan t p r i m i t i v e m e n t p a r C ou pa r C . L 'ang le 6 est 
d 'ail leurs déterminé lo r squ 'on se donne l 'un des po in t s opposés m, m 

où le cercle var iable coupe F (il est lié au r a p p o r t a n h a r m o n i q u e aamm 

par la relat ion men t ionnée au n° 5 de no t re p récéden t article). 
Cela posé, si les deux congruences auxquel les a p p a r t i e n n e n t respecti
v em en t C et C sont d 'espèces différentes, la r o t a t i o n de la sphère 
var iable s'effectuera, pour u n m ê m e dép lacement des po in t s m, m, 

en sens contraires , et l 'on pour ra , pa r conséquent (de deux manières 
différentes), disposer de l 'angle ô de manière que la const ruct ion 
à laquelle nous venons de faire allusion donne le m ê m e cercle de 
pa r t et d ' au t re . 

A l 'aide du résu l t a t que nous venons d 'ob ten i r , celui de M. Car tan 
s 'obt ient sans difficulté. Soient , dans l 'espace où l 'on considère 
deux congruences p a r a t a c t i q u e s ((5), (<2') de m ê m e sphère principale 
et cle même espèce, deux po in t s quelconques a, b, non opposés 
ent re eux, et pa r chacun desquels nous ferons passer des cercles 
qui appa r t i ennen t r e spec t ivement aux deux congruences . P a r a et b, 

d ' au t r e pa r t , il passera un cercle or thogonal à la sphère principale 
et qu i pour ra servir à définir une congruence p a r a t a c t i q u e d'espèce 
opposée à la première . Pu i sque , dans ces condi t ions , il y a permu-
tabi l i té , l 'opérat ion p a r a t a c t i q u e r é su l t an t de ce t te construct ion, 
et qui pe rmet de. passer du po in t a au po in t b, t r ans fo rme la figure 
t racée en a en la figure co r re spondan te relat ive à b. c. Q. F. D . 

Le résul ta t p récéden t fourni t la solution d ' u n e ques t ion que 
nous avions laissée ouver t e (A, n° 39, note) . A cet effet, on en déduira 
d ' abord la r emarque su ivan te : 

Soient (c2), ((5') d eux congruences p a r a t a c t i q u e s cle m ê m e sphère 
pr incipale et de même espèce. Au tou r d 'un cercle C quelconque 
de la première, faisons t o u r n e r la seconde d ' un cer ta in angle 6, 
de manière à obtenir u n e t ro is ième congruence ana logue à la première . 
La congruence (<3") ainsi obtenue est indépendante du choix du cercle C 
dans la première congruence, 
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Prenons, en effet, deux positions successives quelconques (C,, €•») 
de ce cercle dans la congruence à laquelle il appar t i en t et, sur C, 
et C« respect ivement , deux points a, , pa r lesquels nous ferons 
passer les cercles G',, C, qui appar t i ennen t à (G1) et qui coupent 
les premiers, d 'après ce qui vient d 'ê tre démont ré , sous u n m ê m e 
angle a. Si m a i n t e n a n t nous faisons t ou rne r de l 'angle 0, C'( a u t o u r 
de C, et C'a au tou r de C a , nous obtenons deux cercles C" et C 3 tels 
que les t r ièdres ainsi formés en a, et en a.,, p a r les t angen te s a u x 
différents cercles qui pa r ten t soit de l 'un, soit de l 'autre de ces 
points , soient égaux. Appl iquant enfin à nouveau le résu l t a t de 
M. Cartan aux deux congruences données et à celle (de même sphère 
principale et de même espèce) qui est définie pa r le cercle C", on 
voit que cette dernière contient nécessairement C"3 : ce qui est le 
fait à démontrer . 

On voit donc que le fait de faire tourner d'un angle 0 (en un sens 
donné) une congruence paratactique autour d'une autre (de m ê m e 
sphère principale et de même espèce) a un sens bien dé terminé ( ') . 

Cela posé, soient pris deux points déterminés quelconques a, b de 
l 'espace et prenons les symétriques a' , / / , de chacun d ' eux pa r 
rappor t a u x différents cercles d 'une congruence p a r a t a c t i q u e (G) 
donnée, fl s 'agit de t rouver l 'opérat ion qui t ransforme l 'une dans 
l 'autre les deux figures (sphériques) décrites l 'une par a', l ' au t re 
pa r b'. 

Pour cela, nous n ' avons qu 'à observer qu'i l existe une opéra t ion 
pa ra tac t ique bien déterminée (en laissant de côté le cas où a et b 
sont opposés, dans lequel la réponse à la quest ion posée est immé
diate), de même sphère principale et de même espèce que (C), qui 
change a en b. L 'opéra t ion demandée s 'obt ient en faisant t ou rne r 
la précédente de it au tour de (G). 

Mais il semble que chaque propriété de la figure vra iment mervei l
leuse, découver te pa r E . von Weber et M, A. Bloch, ouvre la voie 

(*) Pour Ô = 7T, la démonstration peut se donner sous une autre forme, Prenons 

d'abord la symétrique (fî'„) de la congruence (C) par rapport à un premier cercle C„ 

de (fi). La symétrique par rariport à un autre cercle analogue arbitraire C se déduira 

de la première par une double symétrie relative à C 0 et à C, c'est.-à-dire (À, n° 26) 

par une transformation paratactique, laquelle est d'espèce opposée à celle que définit (C) 

et, par conséquent, d'après ce que nous venons de voir, permutable avec elle. 
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à d ' au t res résul ta ts plus curieux encore. La solut ion que nous 
venons d 'obteni r appelle une général isat ion év iden te . Elle s 'étend 
d 'el le-même au cas où les po in ts a, b', au lieu d ' ê t re les symétr iques 
de a, b p a r r appor t à un cercle var iable C de la congruence (C3), 
se déduisent des premiers par une ro t a t i on d ' u n angle donné quel
conque G au tour du cercle C. Le point b', dans ces nouvel les condi
tions, se dédui t encore de a' p a r une opéra t ion sphér ique que l 'on 
peu t , assigner, t ransformée par la ro ta t ion dont il s 'agit de celle qui 
change a en b. 

On est conduit na tu re l l emen t à se demande r quels sont les l ieux 

ainsi décrits pa r les po in t s a', b'. Ce sont encore des sphères. La 

première démons t ra t ion donnée à cet égard p o u r le cas de 0 = 7; 

(À, n° 36) reste en effet va lab le pour le cas actuel , oc et a é tan t les 

t ransformés de a et de son opposé pa r l 'opéra t ion d 'angle >̂ le 

poin t a' sera l ' inverse de a p a r r a p p o r t à une sphère var iab le passan t 

pa r a et a et décrira, p a r conséquent , la sphère qui passe pa r a 

et pa r r appor t à laquelle a et a sont inverses l 'un de l ' au t r e . 

Il res tera i t à comparer en t re elles les diverses figures ainsi obtenues 
lorsque Ö varie. 

On remarquera que si, après avoir cons t ru i t a' pa r ro ta t ion de a 

a u t o u r de C, on fait t o u r n e r à son tour ce po in t a' du m ê m e angle 0 
a u t o u r du conjugué de C, on obt ien t un po in t a, i ndépendan t du 
choix de C dans la congruence, à savoir le t r ans fo rmé de a pa r 
l 'opérat ion d'angle 0. Le lieu du point a' ne change donc pas si 
l 'on remplace a p a r a, en r enve r san t en même t e m p s le sens de l 'angle 
de ro ta t ion . C'est une sphère qui peu t , d ' après cela, ê t re définie 
comme passan t pa r les po in ts a, a, et or thogonale en ces points au 
cercle de la congruence qui les contient . Les points a, a peuven t 
être considérés comme les « milieux », en un sens généralisé, des 
deux arcs déterminés sur ce cercle par a et a, (ils en seraient les 
mil ieux au sens ordinaire du mot , si le conjugué d u cercle en quest ion 
é ta i t une droite) . 

Il é ta i t év ident a priori que l 'opérat ion qu i change a' en b' dans 
l 'un ou l ' au t re des cas que nous venons d 'é tudier , devai t ê t re para-
t ac t i que . La sphère pr incipale de la congruence donnée permet , en 
effet, de définir une géométr ie r i emannienne dans laquel le les diverses 

IIADAMAHD. — j u n i L i ä . 38 
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( x) Si un seul de ces axes était réel, il aurait sur lui deux points invariants, de sorte 

que la propriété ne pourrait avoir lieu. Dans une transformation quelconque à axes 

réels mais à angles différents (f et <|/, la distance riemanienne d d'un point a à son 

transformé est donné par 

cosô = c o s a T cosep -4- s i n s r c o s t j / , 

en désignant par r l'angle qui a pour tangente le rapport k des puissances réduites (A, 32) 
du point a aux deux axes. . . 

t ransformat ions sphériques in te rvenant dans nos ra i sonnements 
représentent les déplacements ; et l 'opérat ion cherchée doit évidem
ment présenter cet te propriété que la distance r iemannienne d 'un 
point à son t ransformé est constante. Or, cet te proprié té appa r t i en t 
aux t ransformat ions para tac t iques et à celles-là seulement (comme 
on le voit en p r enan t le point à t ransformer successivement sur 
chacun des axes conjugués de la t ransformat ion ('). 

Ceci, combiné encore avec le résul ta t de M. Cartan, p e r m e t 
d 'établir le fait (évident lorsqu'on fait in terveni r les génératr ices 
de la sphère principale) que les transformations paratactiques de 
même sphère principale et de même espèce forment un groupe. 

Appliquons, en effet, à un point quelconque a une première 
t ransformat ion pa ra t ac t ique qui le change en a', puis à celui-ci 
une seconde t rans format ion qui le change en a". Les distances 
r iemanniennes aa', a'a" sont constantes , et il en est de même de 
l 'angle en a', d 'après la proposition de M. Car tan . Or, le t r iangle aa'a" 
obéit aux lois de la géométrie r iemannienne , qui sont celles de la 
géométrie sphérique. 

Donc la dis tance r iemannienne aa!' est aussi cons tan te et la 
t ransformat ion correspondante est nécessairement pa ra t ac t ique (et 
de même espèce que les premières, en ve r tu de la continuité) . 

Il pourra i t d 'ailleurs être intéressant d 'é tudier de plus près la 
composition des t ransformat ions pa ra tac t iques de même espèce; et 
ceci in t rodui ra i t sans doute les propriétés des cercles conjugués 
telles que nous les avons considérées dans t o u t ce qui précède, 
propriétés qui mér i t en t , elles aussi, de re tenir l ' a t ten t ion quoiqu'elles 
soient connues à t i t r e de résul ta ts de géométr ie non euclidienne. 

C é tant un cercle quelconque or thogonal à la sphère principale X, 
son conjugué est, nous l 'avons vu, dé te rminé ent ièrement pa r le 
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la i t qu ' i l est : i° axial au p remie r ; 2 ° o r thogona l , lui aussi , à la 

sphère principale. Supposons m a i n t e n a n t q u ' o n ne donne pas le 

cercle C, mais qu 'on en connaisse seulement le po in t a ou, ce qui 

revient au même, deux po in t s opposés, a, a. Le conjugué C sera 

sur une sphère connue à savoir celle qui est o r thogonale à S et 

pa r r a p p o r t à laquelle a et a sont inverses l 'un de l ' au t re . 

La dual i té ainsi ob tenue , cor respondant à la t r ans fo rma t ion pa r 
polaires réciproques, possède une propr ié té r e m a r q u a b l e que ne 
possède pas cet te dernière à savoir que deux droi tes r ieman-
niennes G,, C s (c 'est-à-dire deux cercles o t h o g o n a u x à S) cosphé-
r iques ent re elles, se coupent sous le même angle que leurs t r ans 
formées. A trois cercles p a s s a n t p a r un m ê m e poin t (et pa r son 
opposé) et y formant un t r i èdre , correspondent t rois cercles formant , 
sur une même sphère, un t r iangle sphér ique, don t les é léments 
sont ceux du tr ièdre supplémenta i re du premier . 

Note du Comité de Rédaction. — Oo trouvera dans la nouvel le édition dos Leçons 
de Géométrie un exposé très complet sur la géométrie anal lagmatique. 
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LES GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES 

Nous avons vu , au Chapi t re V, que, ou t re les ondes (lesquelles 

n ' ex i s ten t que dans les fluides compressibles), les fluides quelconques , 

compressibles ou non, p e u v e n t présenter des d i scont inu i tés s ta t ion-

naires. On sait d 'ail leurs que celles-ci peuven t ê t re absolues, c'est-à-

dire que deux por t ions du fluide peuven t glisser l 'une sur l ' au t re à la 

façon de deux corps différents, 

Depuis Helmhol tz , qui , le premier , a a t t i r é l ' a t t e n t i o n sur cet te 

catégorie de m o u v e m e n t s ( '), ceux-ci jouen t u n rôle i m p o r t a n t dans 

plusieurs théories h y d r o d y n a m i q u e s ; leur exis tence est invoquée pour 

expliquer diverses c i rconstances paradoxales , telles que l 'écoulement 

des l iquides en présence de parois anguleuses, ou encore le résul ta t 

connu sous le n o m de paradoxe de d'Alembert (absence de résistance 

opposée pa r un l iquide à u n solide symét r ique p a r r a p p o r t à un 

p lan perpendiculaire à la direct ion du m o u v e m e n t ) . . 

De telles explications souffrent toutefois une object ion commune 

à laquelle nous avons déjà fait allusion dans le t e x t e (Chap. Y). Les 

glissements dont nous venons de parler sont , en effet, possibles, en 

ce sens que rien (en l ' absence de viscosité) ne s 'oppose à leur persis

tance, une fois qu'ils se sont p rodu i t s entre deux régions quelconques 

du fluide; mais nous allons voir que leur naissance est impossible, 

du moins dans les condi t ions où se place l ' H y d r o d y n a m i q u e ra t ion-

(Note II r i e s leçons sur la Propagation des ondes et /es équations 
de l'Hydrodynamique, igo3.) 

nelle. 

f 1) Monalsber. der Berl. Ae. der Wissenseh., a 3 av r i l 1868. 
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P) Les équations générales de l'Hydrodynamique sont également modifiées clans 

le cas du frottement; mais celui-ci ne paraît pas pouvoir être invoqué pour expliquer 

la naissance, des glissements, car il a pour effet, au contraire, de détruire ceux qui 

pourraient exister initialement. 

Si même, sur une surface de glissement, la vitesse de glissement 
est nulle en un po in t déterminé à l ' ins tant £„, elle restera nulle ent re 
les mêmes molécules à t o u t ins tan t ul tér ieur . 

Il est toutefois essentiel de tenir compte de la restr ict ion que nous 
avons appor tée à notre énoncé il y a un ins tan t . On rencont re , en 
effet, dans l ' é tude des fluides naturels , des cas. qui échappen t au 
ra isonnement que nous allons présenter , comme à tous ceux qui 
reposent sur les équat ions classiques de l ' H y d r o d y n a m i q u e telles 
que nous les avons écrites dans le t e x t e (Chap. I I I et V) et où, par 
conséquent, rien n 'exclu t plus la product ion de discont inui tés 
absolues au cours du mouvement . 

Tels sont ceux dans lesquels, la pression s 'annulant , des cavités 
se creusent m o m e n t a n é m e n t dans la masse fiuide considérée. Ces 
cavités se referment en général par des remous dans lesquels les 
molécules a p p a r t e n a n t à des régions différentes se mélangent entre 
elles, de sorte qu' i l devient impossible d ' a d m e t t r e en aucun poin t 
l 'hypothèse de cont inui té du n° 45. 

Ce que nous allons prouver est donc s implement q u ' u n e telle 
singularité (ou tou te au t re analogue, pourvu que les hypothèses 
qui servent de base à l ' hydrodynamique rat ionnel le cessent d 'ê t re 
vérifiées) (') est nécessaire pour q u ' u n glissement se produise 
dans une période quelconque du m o u v e m e n t , s'il n 'en exis ta i t pas 
avant cet te période. 

La démons t ra t ion repose sur ce fait, cons ta té au n° 244, que 
(moyennant les hypothèses fondamenta les en question) à chaque 
ins tan t d 'un glissement relatif, le sau t d 'accélérat ion est normal 
à la surface S, le long de laquelle la discont inui té a lieu. 

Proposons-nous de former les équat ions différentielles qui expr iment 
cette condit ion. 

Reprenan t les mêmes nota t ions q u ' a u n° 249, nous désignerons 
par c;, T) des coordonnées curvilignes prises sur S, considérée dans 
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son é t a t initial S„. Les coordonnées cartésiennes x, y, z d 'une molécule 
de S appartenant à la région 1 seront des fonctions de •/) et du 
t e m p s t : 

( 0 \ y=y(Zrn,t), 
( = = : (ç ,Y) , <). 

11 en sera de même des coordonnées x', y', z' d ' une molécule de S 
a p p a r t e n a n t à la région 2 ; mais les expressions seront différentes 
dans les deux cas. Puisqu' i l y a glissement le long de S, la molécule 
de la région 1 qui ava i t , dans l ' é ta t init ial , les coordonnées curvi
lignes ç, YJ coïncidera, à l ' i ns tan t t, avec celle de la région 2 qui 
ava i t dans l ' é ta t ini t ial , les coordonnées ç ' , r j ' (en général différentes, 
des premières) . Si ç' et r{ sont donnés, £ et. YJ seront des fonctions 
de t, qu ' i l suffira de subs t i tue r dans les équat ions (r) p o u r avoir le 
m o u v e m e n t de la molécule (x', y', z'). 

Ce sont ces fonctions que nous avons à é tudier . 
L 'accéléra t ion de la molécule (x, y , z) s 'ob t iendra en dif ïérentiant 

d e u x fois les formules ( i ) p a r r a p p o r t à l, sans faire var ier ij et Y( ; 
elle aura pour composan tes 

<Y-x cY-y d'-s 

Of- 1 Or ' or ' 

L'accéléra t ion de la molécule (a;', y', z') s ' ob t iendra en subs t i t uan t , 
au contra i re , à H, YJ, leurs va leurs en fonction de t : elle aura pou r 
composantes : 

cPx1 0-x Ox d-\ Ox d-r, dtx / a%\* 0-x d\dr\ d*x /thi\* 

dr ~~ 77F + " ô \ Tir 4~ Or, THF + 77F \<ii) H~ 2 TTFFr, 7ii. 7(1 + olf \7/i) 
0-x de 0'lx dr, 

H ''' «/; dt dt
 +

 Or, 01 "dl ' 

<Py' d'y dy d% d_y œ-o d^y/dzy ^ à*y d{ dp 0-y fd-nV 

d.r ' <ir ' ~â\ dr o:n dr Oc? \ c l / ) "°\*n dt Si ~ On- \dtj 

d'-y de, , à-y dt\ 
+ 2 0\ Ol dl a TTTTTTi dl ' 

dis' 0'2s ds d*% O.z d%-() d*s /rff \* , d'i dr, d~z/dnV* 

~77F ~77F + d% 77F + 07, 77F + 77F \dï) ~'~ '''77(777, di. 7ïi. + ôr?\di) 
0-x d\ t 0-a dr, 

+ ÖJ7Ü cil + 9 7777dl dl ' 
II A I ) A h l A H I). — J U U I I . 1 ! , .'Il) 
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Il suffira de faire passer dans les premiers membres les t e rmes 

~dr' ~à~F P o u r obtenir , aux seconds membres , les composantes du 

saut d 'accélération Nous écrirons que le segment ainsi ob t enu est 

normal à S en écr ivant qu'il est perpendicula i re aux deux directions 

'dx dy dz\ ^ ( dx dy dz (dx dy 0: 

I d T ^ ' d ? dri dn dn 

Ceci donne les deux relations 

d% ' r i (dx\* d"n vç, (dx àx\ 

Tir- 2j\7Fç) ~t~ IF'2mt\à~l à~n) 

d-'i (dx\- d"-(\ (dx dx\ t (dq\* (dx d'-x 

~dl) '' ld\'o\ W 

d\ dn (dx d-x \ / d-fi V ^ / dx d-x 

'Zi[d: ûldrj^ \7ÏÏJ 'Zi\~dl lh{-' dt dt ±* \ dl dl dr,} ' \dl ) jLà\ dl dr, 

d'E, ( Ax d'-x \ dn / dx <ïlx \ 
+ dt'liVàl liai- ) + '* dt ' là I d? Ttjdl ) 

fa) / ' ' • 
d'i yç f dx dx \ d'-r\ \ç ( dx\ 4 {c^\~ ^(àxd'!x 

dl dn ^ /dx û'-x \ _ ( dr/Y- ^-i / d x d2./,-
+ 3 Jl Tt' là\ 7hi tj% dn ) \ Ä J \ dri ~drf 

d£ / d . r dlx\ dn ^ / d x d1.-/; \ 
H" 2dïlà{dl)d[dï) + 3 7 S ' 2 j \ d ^ ~dn~Jt)~°' 

où les signes S signifient qu'il faut remplacer , dans les dérivées 

partielles, x pa r y, puis par z et ajouter les trois expressions ainsi 

obtenues. 

Nous voyons s ' in t roduire ici les coefficients 

de l 'élément linéaire 

E dÇ + a F d'i dn + G rfr,1 

de la surface S à l ' ins tan t considéré : ce sont eux qui figurent comme 
coefficients des dérivées secondes de î et v), dans les équat ions précé
dentes. 

D 'au t re pa r t , leurs dérivées partielles p e r m e t t e n t d 'expr imer les 

coefficients de ( J )" , 2 | savoir 
V « f A B <̂ J» i «Hî V dx d'-x i dJi v i dx d"-x dF i dG 

v - i (IX 

C H I C N I A \~\ II CI C I Û C ! I- /_} I > M a c 

dt 



Elles p e r m e t t e n t éga lement d ' expr imer d e u x des coefficients de 

celui de y dans la p remiè re équat ion : 
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dl dr, _ 

dt ' dt ' 

•2 S dx d-x dF, 

7)1 d\ àt ~ dl 

et celui de -j- dans la seconde 
dl. 

•21 
dx à'2x dG 

dri d-t] dt dt 

Mais il n 'en est pas de m ê m e des deux coefficients res tan t s 

Leur somme seule p e u t se calculer à l 'aide des coefficients (3) : 

Il é ta i t d'ailleurs év ident a priori que, dans les équat ions (a), 
devai t s ' in t roduire u n é lément dist inct de la forme de la surface S. 
E n effet, le mouvemen t d ' une molécule (xr, y', z') p e u t être considéré 
comme résu l tan t du m o u v e m e n t de la surface S prise dans la 
région j . [c 'est-à-dire celui des molécules (x, y, z)], et du m o u v e m e n t 
de (a/, y', z') p a r r a p p o r t à (x, y, z) : le p remier de ces m o u v e m e n t s 
p o u v a n t être regardé comme u n m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t et le 
second comme u n m o u v e m e n t relatif. Or on sait que, dans la théorie 
des mouvemen t s relatifs, les accélérat ions ne se composent pas 
l inéai rement comme les vitesses : si, p a r exemple , le m o u v e m e n t 
d ' en t r a înemen t é ta i t celui d ' un système invar iab le , on aurai t à 
t en i r compte de l 'accélérat ion complémenta i re de Coriolis, laquelle 
dépend de la ro t a t ion i n s t a n t a n é e cle ce sys tème . On doit donc 
s ' a t t endre à l ' in te rvent ion d 'une ro ta t ion de ce t te espèce dans la 
quest ion actuelle, et m ê m e le théorème de Coriolis auquel nous 
venons de faire allusion nous ind ique la pa r t i e de ce t te ro ta t ion qui 
jouera v ra i semblab lement u n rôle. Si, en effet, la ro t a t ion en quest ion 
é ta i t t angen te à S, c o m m e il en est de m ê m e de la vi tesse relat ive, 
le t h é o r è m e de Coriolis (en le supposant applicable) donnera i t une 
accélérat ion complémenta i re normale . Comme l ' évanouissement des 

dx d'-x 

dri à£dt 

elle est égale à 
dF 

dt 
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' i l 

d\v dlz 1 d(p é dy 0. 

~dj ~ djdl z~ r, ~77h\ ~'rp1ïî~(l~di' 
• m 

et les équat ions analogues où £ est remplacé pa r r t. 

Multiplions m a i n t e n a n t les trois premières de ces équat ions respec-
. • , dx Ov Oz . . . dx Oy Oz 
t ivement p a r > • ^ ^ ; les trois dernières pa r J : > ~ , ^ , et re t ran-

composantes langentielles du saut d 'accélérat ion nous intéresse seul, 
nous ne devons avoir à utiliser que la composan te normale de la 
ro ta t ion . 

Il est aisé de voir que les choses se passent effectivement ainsi : 
il suffit de décomposer le mouvement de S en une déformation pure 
et une ro ta t ion , comme nous l 'avons l'ait aux n o s 51 et 62. Il est 
vrai qu ' au lieu d 'une déformation de l 'espace, nous n ' avons ici 
que la déformat ion d 'une surface; mais, pour ramener ce dernier 
cas au premier , il suffit d ' imaginer que la surface S entra îne avec 
elle ses normales , chacune de celles-ci se dép laçan t comme une droi te 
invariable. On pour ra alors, en désignant pa r le symbole d les différen
tielles qui correspondent, à des déplacements dans l 'espace à l ' ins tan t 
considéré, pa r u , e, H», les composantes de la vitesse du point (x, y, z) 
et par 9 une forme quadra t ique en <lx, dy, dz, écrire les équa t ions 
du n° 62 sous la forme 

du = - -r—j 1- 11 dz — r d\ , 

:>, d(dx) 1 

1
 1 d's , , 

dv = - - 7 7 - 7 - 7 + '* " x P "z> 
•1 d(dy) 1 

1 1 û ( ? 1 i 

dw— -—y— + p dv - 1/ dx 
:\ 1) (ds) J ' ' 

dx dy ds 

~~ ~dl ' ' " dl ' dl 

et, par conséquent , en prenan t dx, dy, dz proport ionnels successive' 
, , dx à y dz , , dx dv dz 

ment a -^1 -,- et a.-r-j ' T-» on aura 
d% dt de. On Or, drt 

du â"-x 1 O'D Oz Oy 

HI ~ l l l d l ~ ~>, ,/0x\ H " dJ "~ '' W ' 

' ' â{W ' ' 
dr d*y 1 d® ( dx Oz 
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V i dx d-x ^ O J 

2mi \h\ ùTôi ~ 2d~W 

dx ()- x 

% ô-nàt 

dx Oy àz 

M T L 0 1 

dx Oy dz 

an àr\ à ri 

9Â\\> K G - F-, 

en dés ignant pa r R la composan te .normale de la ro t a t i on (p, q, r] 
Donc enfin, les équa t ions (2) s 'écrivent 

(5) { 

., d'-'? „da-n i. 

F ^ i + G ^ 
dl- dt' 

dEfdi 
dl \ dt 

OV 
y 

dï 

àR dl dr, 
+ ''' dr, dl dt + 

<)E a% 

dl. dl 
-I-

âV _ àG\ i'dn\r 

àt ' / dt 

àE\ (dlX , àG dl dr, àG(dr, 

dn) \dt) + ''' d\ dt ~di ~^ dn \dt. 

fàE \ dl ûCt dn 
V àt N / dl. dt dt 

Lorsque la surface S est fixe ainsi -que les molécules de la région 1 
situées sur cette surface, les deux équat ions que nous venons d 'ob ten i r 
se réduisent à celles qui définissent le m o u v e m e n t d ' u n po in t sur S, 
en l 'absence de force accéléra t r ice; ce qui é ta i t évident a priori, 
puisque ces dernières s 'ob t iennent en e x p r i m a n t que l 'accélération 
est normale . 

Dans tous les cas, si le m o u v e m e n t du milieu 1 est donné , celui 
des molécules ;r/, y', z' est dé te rminé par les équat ions (5) lesquelles 
sont de la même forme que les équat ions de la d y n a m i q u e à deux 
degrés de liberté, en ce sens que les dérivées secondes de 6 et cle Y) 
sont exprimées pa r des polynômes du second degré p a r r appor t aux 
dérivées premières ( '). 

(*) Si l'on substituait à l'une des portions du lhii.de une paroi solide animée du 

même mouvement, le mouvement des molécules de la partie fluide ne serait pas 

changé. U n'en résulte pas, bien entendu, «pie les équations (5) soient applicables au 

mouvement superficiel d'un fluide limité par nue paroi quelconque. Il n'en est ainsi 

que dans le cas où le mouvement de cette paroi est celui qu'elle prendrait d'elle-

même si on la supposait fluide, de même nature que le milieu qui la touche-et soumise 

aux pressions de ce milieu. 

chons la somme des trois derniers p rodui t s de la somme des t rois 
premiers . Les t e rmes qui dépenden t des dérivées de 9 s 'é l imineront 
et il res tera 

http://lhii.de
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D'au t re pa r t , les équations (5) é t an t toujours résolubles pa r 
rappor t à ces dérivées secondes (puisque E G — F 2 est toujours 
positif) et a d m e t t a n t la solution £ = const. , Y] = const. , il résul te 
des t h é o r è m e s généraux relatifs aux équat ions différentielles que i 
et Y| sont forcément constants si, à un instant déterminé quelconque t0 

leurs dérivées sont nulles, c est-à-dire si, à cet instant, il n'y a point 
de saut de vitesse. 

Ceci pour ra d'ailleurs avoir lieu en tous les points de la surface S 
— et alors celle-ci ne sera pas une discontinui té absolue; — ou 
seulement en certains points de cette surface, et alors les molécules 
de la région 1 situées en ces points coïncideront, dans tou te la suite 
du mouvemen t , avec les molécules correspondantes de la région 2. 



P R I N C I P E B E H U Y G E N S 

E T 

PROLONGEMENT ANALYTIQUE 

(Bulletin de In Société mathématique de France, I . 52, i g a / j . ) 

I. 

Le principe de Uuygens a, comme on le sait ( ' ) , reçu plusieurs 

acceptions dont la divers i té a même été la pr incipale cause des 

obscurités qui on t p e n d a n t long temps régné sur ce sujet. 

Uuygens , — ra i sonnan t en par t icul ier sur le cas d ' un signal 

lumineux émis sensiblement en u n point ind iqué O et à u n ins tan t 

un ique l„, — dé te rmine l'effet p rodu i t par ce p h é n o m è n e init ial en 

un point À à u n i n s t a n t u l tér ieur Ï en p r e n a n t comme in termé-

(x) Voir notre, précédent article Sur l'intégrale résiduelle (Bulletin de la Société, 

t. X X V I I I , 1900, p. 81). N o u s sommes revenu sur ces distinctions, pour les préciser 
clans une conférence faite à la Société mathématique suisse à Zurich, en 1917. A leur 
sujet, e t pour les différents résultats et formules de la théorie dos équations linéaires 
aux dérivées partielles utilisés ci-après, voir nos Lectures on Cauchy's problems in 

linear partial differential equations, Yale-Cambridge, 1933. (Les renvois à cet ouvrage 
seront, dans ce qui suit, indiqués par la lettre Y.) 

Note du Comité de Rédaction : Les leceteurs français pourront aussi se reporter à la 
traduction des Lectures parue chez Hermann. 
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p) Rendic. Cire. Mat. Palermo, i 8 g 5 . 

diaire l ' é ta t de choses qui s 'établit à u n i n s t a n t quelconque t, 
pris dans l ' interval le ( i 0 > t'). Si l 'on a d m e t qu ' à cet i n s t an t t,, l'effet 
de la pe r tu rba t ion est localisé sur la surface d 'une sphère de cent re (.) 
et de rayon v(ly — £„), on est condui t , c lass iquement , à représenter 
la pe r tu rba t ion en A par une certaine intégrale é tendue à la surface 
de cette sphère ; et c'est cela qui, depuis les t r a v a u x classiques 
de M. Vol terra , est souvent considéré comme cons t i tuant le pr in
cipe de Huygens . 

On sait au jourd 'hu i que les deux derniers faits que nous venons 
d 'énoncer sont loin d 'ê t re évidents et ne peuvent être admis sans 
un examen t rès approfondi, fl n 'en est pas de même du premier 
point de dépar t , lequel s 'impose à nous comme une des bases 
fondamentales de la connaissance. Le principe même du dé termi
nisme scientifique, savoir : 

De l'étal de l'univers à l'instant /,„, on peut déduire l'état à un instant 

ultérieur t', 

entra îne le complément suivant : 

Cette déduction peut s'opérer par l'intermédiaire de n'importe 
quel instant t, tel que t„ < l, < t', l'état en la permettant de calculer 
l'état en t,, et celui-ci l'état en t'. 

C'est au principe de I iuygens ainsi formulé qu 'es t consacré le 
présent t ravai l . 

Ma thémat iquemen t , il se t r adu i t par l 'existence de certains 
groupes d 'opérat ions ordinaires ou fonctionnelles. 

C'est ce qui a été r emarqué , pour la première fois, pa r M. Picard ( '), 
pour le cas où l ' é ta t du système est caractérisé par une seule q u a n t i t é y 
définie en fonction du t emps par une équat ion différentielle ordi
naire. Si, pa r exemple, celle-ci est du second ordre et, pour p r end re 
le cas le plus simple, ne contient pas expl ic i tement la var iable 
indépendan te t, son intégrale générale sera de la forme 

.y = <?('• — t«> ,:>v, j '«b 

et, en part icul ier , les valeurs de y et de y' pour i — l0 -|- h seront 
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Dans ces condit ions, si l 'on pose 

(!) h, 

les quan t i t é s analogues à / et à g, mais relat ives à t = /,, 

" { • ' \ , r , M = / i . ( • * , . ) • ) > 

( ^ L r = » : i , > ' ' ' r ) ' 

seront déterminées lo r squ 'on se s e r a ' d o n n é les fonctions / et g, 

c'est-à-dire qu'elles seront de la forme 

J\(.r, j-) = U\J\ g[x, y, / „ , h] I, 

(1) Joum. de Math., 5° série, t. IX, 1903, p. 4o3*455; particulièrement n° 22, 

p. 434. 
( 2) M. L E R O U X [loc. cit.) traite le cas général d'un nombre quelconque d'équations 

à un nombre quelconque d'inconnues. 

H A D A M A R ! ) . —• J U B l l . l ' î , 

de la forme 
)\, = cp( A, )•„,, y'{) ), 

— ôft , ' V . , ) ' „ ). 

Il est clair que les t r ans fo rmat ions ainsi écri tes , celles pa r lesquelles 

on passe des valeurs y„, y'n aux valeurs y,, y\, forment un groupe 

à u n pa ramè t r e h, et m ê m e un groupe don t t ou t e s les subs t i tu t ions 

sont échangeables ent re elles : le produi t des subs t i tu t ions corres

p o n d a n t aux valeurs h et k du p a r a m è t r e d o n n e la subs t i tu t ion 

correspondant à la va leu r h + k. 

M. Le Roux (') a signalé l 'analogue de ce fait dans la théor ie des 

équat ions aux dérivées part iel les . Soit, p a r exemple , une équa t ion 

linéaire aux dérivées partielles du second ordre à u n e seule incon

nue (») u et à trois var iables indépendan tes x, y, t. Supposons-la 

hyperbol ique et telle q u ' u n e solut ion en soit bien dé te rminée par les 

données de Cauchy relat ives à la mul t ipl ic i té t — tu = const., 

c 'est-à-dire par les condi t ions 

"•(•*', .r, t0) = , / V , v), 
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U et V é tan t des fonctionnelles (') de /, g, lesquelles sont aussi 
fonctions de x, y, /„, h. 

S'il se t rouve que les coefficients de l 'équation sont i ndépendan t s 
de t, on peut simplifier les équations précédentes en faisant abs t rac 
tion de l 'équat ion (i) et suppr imant , clans les équat ions (2), la 
ment ion de la quan t i t é i„. La t ransformat ion por te alors exclusive
ment sur les fonctions / et g (à l 'exclusion de la quan t i t é t„). 

Laissant de côté ce cas particulier, il est clair que les surfaces 
t — const, peuven t être remplacées, dans ce qui précède, p a r n ' im
por te quelle au t re catégorie de surfaces, pou rvu qu'elles soient 
propres à la définition d 'une solution de l 'équat ion aux dérivées 
partielles pa r les données de Cauchy. Tou t couple de pareilles 
surfaces S définit une t ransformat ion fonctionnelle T telle que 
celles que nous venons de considérer et t ou t e famille de surfaces 
semblables un groupe de t ransformat ions T. 

Les surfaces S propres à porter des données de Cauchy, cle manière 
à définir une solution de l 'équat ion, sont celles dont le p lan t a n g e n t 
coupe u n cône caractér is t ique (ayant pour sommet un po in t infini
ment voisin) su ivant une ellipse. Un cas l imite est celui de surfaces 
caractéris t iques : clans ce cas, les données de Cauchy peuven t (") 
(sans perdre leur caractère de données de Cauchy) être rédui tes 
à une seule, ,— la va leur de l ' inconnue u en chaque point . Le passage 
d 'une surface caractér is t ique à une au t re se t r adu i ra encore pa r 
une t ransformat ion fonctionnelle, cas limite de T, que nous dési
gnerons pa r T 0 , et à t ou t e famille de caractér is t iques correspondra 
u n groupe de t ransformat ions T„. 

Mais, d ' au t r e pa r t , on sait ( ; l) que le problème de Cauchy n 'es t 
nul lement le seul qui puisse se poser re la t ivement à une équat ion 
aux dérivées partielles du t ype considéré. Les données peuven t 
être portées pa r deux port ions de surfaces différentes limitées 
toutes deux à leur intersection, don t l 'une S aura , par r a p p o r t 
au cône caractér is t ique, la s i tuat ion sus-indiquée, — et por te ra 

( l) Voir nos Leçons sur le Calcul des Variations ou les Leçons d'Analyse fonctionnelle 
de M. Paul L É V Y . 

( a) Cf. Y, n° 113. 

( 8) Voir Les problèmes aux limites dans la théorie des équations aux dérivées partielles 
(Jauni, de Phys., 1906, et Y, Livre I, n o s 23 et suivants.) 
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(!) Bulletin île la Société, t. XXXI, 1903. 

des données de Cauchy, t and i s que l ' au t re 21 ne vérifiera pas la 
même condit ion (le p lan t a n g e n t en un que lconque de ses points 
coupant un cône carac té r i s t ique voisin suivant, u n e hyperbole) : 
sur cet te dernière, les données devront ê t re du genre de Dirichlet, 
par exemple, les va leurs de l ' inconnue en chaque poin t . C'est ce 
qui por te le nom cle problème mixte. 

Il est clair q u ' u n tel p rob lème donne lieu, sous le po in t de vue 
qui précède, à deux catégories de t r ans fo rma t ions , l 'une corres
p o n d a n t au changement de la surface S et ana logue dans une certaine 
mesure à T, l ' au t re cor respondan t à un c h a n g e m e n t de £ et que 
nous pouvons appeler t r ans fo rmat ion U. 

On obt ient encore le p rob lème mix te , sous u n e au t r e forme 
(équivalente à la première , comme il est aisé de s'en convaincre , 
m o y e n n a n t la résolut ion d ' un problème de Cauchy) , en rempla
çant S pa r une por t ion de surface caractér is t ique S 0 ( toujours l imitée 
à son intersect ion avec S). U n e solution u de l ' équa t ion peu t alors 
être considérée comme dé te rminée par les va leurs qu'el le p rend 
sur S 0 et celles qu'elle p r end sur L. 

Ceci donnera encore lieu à deux sortes de t r ans fo rmat ions : les 
unes , correspondant au changemen t de S,,, ressembleront ainsi 
aux t ransformat ions T 0 ; les au t res cor respondront à u n changement 
de S et seront encore appelées t rans format ions U. 

Le calcul de la solution du problème de Cauchy ou du problème 
mix te à l 'aide des données s'effectue, comme l 'on sait, pa r des 
intégrales définies faisant in te rven i r certaines q u a n t i t é s auxiliaires 
convenables (solution é lémentai re , fonction de R i e m a n n , fonction 
de Green, etc.), le fait que les t r ans format ions telles que T, T„ 
ou U forment des groupes se t r a d u i t par des équa t ions intégrales 
auxquel les satisfont les quan t i t é s en quest ion. 

J ' a i formé, dans u n t r ava i l p récédent ( '), celle qui correspond à 
l ' équat ion classique de Laplace 

à"-u du , du 
te) T — 5 — l - a - r — h o T - -+• eu — o, 
v daidy an dy 

et à la t ransformat ion T„, équa t ion intégrale vérifiée p a r la fonction 
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( 3 ) / ( ' ( . / • . , ) • ; . / . • , . Y, ) ('(./;,, m w', / ) — «(./.•,, YI ) r (./;.,, vj; v') 
dr, 

dr, 

: iq./-, _)•; y', _)•' ) — r(«-,,)'; x „ ,)'' ) « 

Il est clair que tou te s les autres formes d 'équat ions hyperbol iques 

(et même parabol iques) et toutes les t ransformat ions ci-dessus consi

dérées qu 'on peu t leur appliquer fournissent des relations analogues. 

Les équat ions du t ype elliptique elles-mêmes pe rme t t r a i en t d 'en 

obtenir . Soient C, C deux contours dont le second soit in tér ieur 

au premier ; G (a;, y ; \, TJ), G'(.^, y ; \, ÏJ) les deux fonctions de Green 

cor respondantes ; on aura pour deux points M, N intérieurs à C, 

G ( M, N ) - G' ( M, N ) = f G ( M, F > ^ G'(.IN, P ) dsv, 

ce qui peu t mani fes tement être considéré comme une t ransformat ion U. 

II est clair que des faits analogues se présenteront quel que soit 

le nombre des variables indépendantes . Nous formerons, u n peu 

pfus loin, les relat ions correspondantes . 

De telles relat ions expr iment des propr ié tés analyt iques de quan

t i tés telles que la fonction de R iemann . J ' a i mont ré , dans le t ravai l 

cité, il y a un ins t an t , qu 'on obt ient effectivement ainsi, dans les 

deux cas classiques de l 'équat ion des té légraphistes et de l ' équat ion 

d 'Euler et de Poisson, de véri tables théorèmes d 'addi t ion in t ég raux 

pour la fonction de Besse! et pour la fonction hypergéométr ique . 

Le premier de ces théorèmes avai t déjà été obtenu d i rec tement 

pa r M. Caillier, de Genève, qui en avai t fait la base d 'une nouvelle 

et très élégante théor ie de la fonction de Bessel ('). À ma demande , 

le profond géomètre , dont la Science ne saura i t t rop déplorer la 

per te p réma tu rée , voulu t bien é tudier de même le théorème relatif 

à la série hypergéomét r ique (-), et obt in t , pa r voie directe, une série 

p ) Bull. Sciences math., a» série, t. 23, 189g, p. a6-48 et Mémoires de la Société 
de Physique de Genève, 190/1. 

C) Bull. Sciences math., 2 e série, t. 30, p. ao-3o et L'enseignement mathématique, 
t. 21, 1920, p. aSS-aSg. 

de Riemann v ( x , y ; x , y ' ) . Si (x , y ' ) , (x, y ) sont deux po in t s du 

p l an ; x = x , une caractér is t ique de l 'un des systèmes passan t en t re 

ces deux points , on a 

à 
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de formules qui c o m p r e n n e n t celle que j ' a v a i s écri te comme cas 
part icul ier . 

Ce sont, semble-t-il , des considérat ions du m ê m e genre appl iquées 
à l ' équat ion de la chaleur , qui ont condui t M. F . Berns te in au 
remarquab le théorème in tégra l relatif à la fonct ion t h ê t a dont il a 
développé les conséquences dans les Sitzungsberichte de l 'Académie 
de Berlin et les Proceedings de l 'Académie d ' A m s t e r d a m ( ' ) . 

On sait , d 'au t re pa r t , que la belle théorie de la composi t ion des 
n o y a u x développée pa r M. Vol ter ra condui t à de tels théorèmes 
d 'addi t ion , et il serait in té ressan t de rechercher les relations qui 
exis tent entre les deux ordres de résul ta ts . 

I I . 

Dans le t ravai l ac tuel , je me propose d ' app l ique r ces relat ions 
intégrales, non à l ' ob ten t ion de nouvelles propr ié tés ana ly t iques 
des expressions dont il s 'agit , mais à la connaissance de leur domaine 
d 'existence, et à leur p ro longement ana ly t ique . 

Considérons d 'abord , pour p rendre le cas le plus simple, l 'équa
t ion de Laplace (e) et la fonction de Riemann cor respondan te . Cet te 
dernière est définie a u t a n t qu 'on le sait (outre l ' équa t ion aux déri
vées partielles à laquelle elle satisfait) p a r la connaissance de ses 
valeurs le long des deux caractér is t iques issues du poin t (x', y ' ) . 
Dans les Leçons classiques de D a r b o u x (-), ceci condui t à la calculer 
par l 'applicat ion de la série de Taylor et du calcul des l imites, 
c 'est-à-dire dans un domaine forcément plus res t re int qu ' i l n e convien
drai t . Même si les coefficients de l ' équat ion (et pa r conséquent 
aussi les exponentielles qui font connaî t re les va leurs de la fonction 
de R i e m a n n sur les deux caractér is t iques p r é c é d e m m e n t ment ion
nées) sont dépourvus de t o u t e singulari té réelle, la différence 
d'abscisses et la différence d 'ordonnées ent re les deux points don t 
dépend cet te q u a n t i t é ne p e u v e n t dépasser, dans ces condi t ions, 
une cer ta ine q u a n t i t é l (en général en relat ion avec les singulari tés 
imaginaires des coefficients). 

(1) Silzungsber., Berl., t . XL, 1920, p. 735; Proceedings, Amst . , t. X X I I I , 1921, 

p. 817. 

( 2) Tome TI, Livre TV, n° 3f»4. 
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(*) Cette méthode figure dans la deuxième édition du Tome II de Darboux 

(n° 365), voir aussi le fasc. I des Cahiers Julia par M. E. Picard. 

( 2) La seule autre démonstration proposée dans ce but à notre connaissance est 

celle de M. Andrae (Thèse, Göttingue, igo3, p. 8-10), laquelle ne nous paraît d'ailleurs 

pas irréprochable. 

( 3) Le cas elliptique est justiciable des recherches de E. E. LEVI (Circolo di Palermo) 

et de Hilbert (Grundzüge, 6 e Partie). 

(4) Annales se. Éc. Norm, sup., 3 e série, t. X X I , 1904, et t. X X I I , igo5 (ces deux 

Mémoires seront désignés dans ce qui suit par AEX et AE.2). Acta mathematica, t. X X X I , 

1908 (désigné dans ce qui suit par AM). Les notations de AM diffèrent de celles de AE1 

1 

ou AEt par l'introduction du facteur ^ y j j dans la solution élémentaire \>; celles de Y 

(et du présent travail) diffèrent des précédentes par le changement de V en — 's'. 

D'autre part, en vue de notre objet actuel, nous avons dû changer la notation en ce 

qui regarde les données de Cauchy. 
(B) AE, n" 6; Y, Livre IT, Chap. III, n" 58.. 

Cette difficulté, il est vrai , n 'exis te plus au jourd 'hui , grâce à la 
méthode des approximat ions successives de M. Picard, laquelle 
permet de résoudre le même problème pa r des opérat ions conver
gentes dans t o u t rectangle (parallèle aux axes) où les données sont 
elles-mêmes régulières ( ' ) ; mais, dans ce cas simple, il n ' e s t pas 
sans in térê t de r emarque r qu'elle pouva i t être levée ( 2) pa r l 'emploi 
de la formule intégrale (3); celle-ci pe rme t év idemment , une fois v 
définie dans un cer ta in carré de côté /, de la définir dans un carré 
voisin analogue, et de cont inuer ainsi dans t o u t e région où les 
données de la quest ion res tent régulières et où, par conséquent , 
comme l 'on sai t , Z a un min imum différent de zéro. 

La quest ion se présente moins s implement lorsque le n o m b r e des 
variables indépendan tes dépasse deux, du moins dans le cas hyper
bolique auquel je m 'a t t ache ra i par t icu l iè rement ( : |). Il faut alors 
in t roduire la solution élémentaire, analogue au potent iel élémen
ta i re 

En ce qui concerne la formation et l 'usage de cette quan t i t é , je 
renverra i le lecteur à trois Mémoires précédents publiés dans les 
Annales scientifiques de V École Normale supérieure et dans les Acta 
mathematica (*), ainsi qu ' aux Lectures on Cauchy's problem. On a 
d 'abord à cons t ru i re le conoïde caractér is t ique ( 5) a y a n t pour 
sommet le po in t a rb i t ra i re a(aly a%, . .., a,„) de l 'espace à m d imen-
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sions et même, d 'une man iè re plus précise, le premier m e m b r e L 
de son équat ion . Si 

est l ' équa t ion a u x dérivées part iel les (les A l 7,, les B / , C et / é t an t des 
fonctions données de nos var iables i ndépendan te s x , , x . , , x , „ ) , 
A dés ignant la forme q u a d r a t i q u e « carac té r i s t ique » 

A ( P.,, I\, . . ., P,„ ; x,, .r.,, ./•„, ) s 1 Alt Pi P /, 
et 

H ( i , , . . . , ç m ; .r.,, . . . , , /•,„) s 2H/tÇj^t, 

la forme réciproque (forme adjointe de A , divisée p a r le discri
m i n a n t A de A ) , F n ' e s t a u t r e que le carré cle la d is tance géodésique 
ent re le point a et le po in t a rb i t ra i re x ( x , , .. ., x,„) comptée relat i
v e m e n t à l 'élément l inéaire 

Cette q u a n t i t é F a donc , su ivan t les puissances des m quan
t i tés (x-, — ai), un déve loppemen t qui commence p a r des termes 
du second ordre ( termes qu 'on obt ien t en r e m p l a ç a n t les 
par (x,- — ai) dans la forme q u a d r a t i q u e H). Elle satisfai t à l 'équa
t ion aux dérivées partielles 

.. . / âV âT \ . _ 

La q u a n t i t é F é t an t ainsi formée, deux cas sont à d is t inguer : 

i° Si m est impai r , la solution élémentaire de pôle a est, pa rmi 
les solutions de l ' équa t ion aux dérivées part iel les , ou p lu tô t , lorsqu 'on 
la considère comme fonct ion des x , de l ' équat ion adjointe 

celle qui a la forme 
V 
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où le n u m é r a t e u r V est régulier au voisinage du point a et y p rend 

la valeur 

2 ° Si m est pair , soit m = 2 m,, la solution élémentaire n ' e s t p lus 

en général de la forme ( 5 ) , mais bien de la forme 

r a 

les fonctions V et 's', dont la première prend encore la va leur — ™ 

au point a , é t a n t régulières. Cet te condit ion, ici encore, dé te rmine 
ent ièrement la fonction V; mais il n ' en est pas de même de V auquel 
on peut a jouter le produi t de la fonction (régulière dans ce cas) T'"' p a r 
n ' impor te quelle solution régulière de l ' équat ion. 

Quelle que soit la par i té de m , l 'expression ainsi formée satisfait 
à la relation d'échange ('), c 'est-à-dire que, pa r l 'échange simul
tané de l ' équat ion donnée (privée de second membre) avec son 
adjointe et du point x avec le point a , elle ne change pas (à l 'é lément 
arbi traire près qu'elle comporte dans le cas de m pair) . Il en résul te 
que, considérée comme fonction du point a , elle satisfait , si m est 
impair, à l 'équat ion proposée (E) avec / = o. Si m est pair , ce t te 
même propriété (ainsi que celle de vérifier l ' équat ion adjointe 
lorsqu'on la considère comme fonction des x) appa r t i en t à la fonc
t ion Vt coefficient du logari thme, laquelle peu t d'ailleurs ê t re iden
t iquement nulle, comme il arrive dans le cas de l ' équat ion classique 
des ondes sphériques. 

Les solutions élémentaires ainsi définies p e r m e t t e n t de calculer 
la solution du problème de Cauchy, lorsqu 'on les in t rodu i t dans la 
formule fondamenta le , à savoir celle qui , pour deux solutions régu
lières, l 'une u de l 'équat ion (E), l ' au t re ç de l 'équat ion (&), 

( F ) — SSSri'/dx, dx%.. .dj!m+ S S S ^ — r ~ - L « r ; j dS — o. 

Dans ce t te formule, ~ et ~ désignent respec t ivement les déri-

P) Cf. DABBODX, loc. ed., n° 3G9 do. la deuxième, édition. 
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vées de u et v su ivant la direct ion transversale k S (direct ion conor-
male de M. d 'Adhémar ) , direct ion conjuguée d u p l an t a n g e n t à S 
pa r r a p p o r t au cône carac tér i s t ique représenté p a r l ' équa t ion t angen-
tielle A = o ou l ' équa t ion ponctuel le H = o. Plus préc isément , la 

dér iva t ion ^ est définie p a r les formules 

dx, i <)A 

d-J 2 UT.) 

où i t , , TC2, . . ., Tiin dés ignent les cosinus directeurs de la normale à S, 
si d S désigne à la maniè re ordinaire l ' é tendue de l ' é lément d 'hyper-
surface. Mais, comme ce sont seulement les p rodu i t s -n/dS qui 
in te rv iennent dans les formules, on p e u t t o u t aussi bien prendre 
p o u r les Ti,- des quan t i t é s proport ionnel les a u x cosinus directeurs 
en ques t ion , à condi t ion de modifier en conséquence la valeur de dS 
par l ' in tervent ion d ' un facteur convenable . P a r exemple , si G(x)' = o 

est l ' équat ion de S, on p e u t p rendre rc,- = ^ à condi t ion de rempla

c e r d S p a r la q u a n t i t é d S r , ou encore ^ (quot ien t de l 'é lément cle 

vo lume d T par d G ) don t on ob t ien t la va leur en d iv isant l 'élément 

cl 'hypersurface dS p a r la dérivée normale ^ g rad ien t de G. 

Ces convent ions in t e rv i ennen t également dans le calcul cle la 
q u a n t i t é L, dont l 'expression est 

Le symbole SSS ^qui se rédui ra i t à J j ' j si l 'on avai t m — 3 

désigne une in tégra t ion w-uple dans une por t ion T d 'espace (dans 

t o u t e laquelle la régular i té de u et de p est pou r le m o m e n t supposée) 

l imitée p a r une hypersur face S ; le symbole S S (qui , dans l 'espace 

ordinaire , se réduirai t à J" f ^ j représente une in tégra t ion ( m — i)-uple 

su ivan t S. 

Si m a i n t e n a n t , m é t a n t d ' abord supposé impa i r , (m = 2 m , -f 1) 
au lieu de supposer la fonct ion 9 régulière, on la remplace par la 

H A D A M A R ! ) . — J U M I . K . 
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cient i),„_3 du premier membre représen tan t l 'aire de l 'hypersphère 
cle rayon i dans l 'espace k m — 2 dimensions) 

SSS-i <>fdxn dx,, . . ., dx„, 

S S s ( u7h -

sss, vfdx,, dx,, . . ., dxm 

S S s ( 
dv 

u -
dv 

u' v — L<7.<>̂  dS, 

où u et u' r eprésenten t les valeurs (supposées données) de u e t de 

sa dérivée t ransversa le ^ en un po in t a rb i t ra i re de S et où l ' inté

grale S S est é tendue à la port ion S de S intér ieure au conoïde 

caractéris t ique. 

Toutes ces intégrales (sauf, si m = 3 , le premier t e r m e du second 
membre) doivent , dans la formule précédente , être en tendues au 

solution élémentaire (5) de pôle a et que, en même t e m p s , le 
domaine d ' in tégra t ion soit limité d 'une p a r t par S, d ' au t r e p a r t 
pa r le conoïde caractér is t ique F de sommet a (voir la figure schéma
t ique ci-dessous), la valeur commune des deux membres n 'es t plus 
nulle, mais fait, au contraire, connaître celle de u„, savoir (le coeffi
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(!) AEZ; AM; Y, Livre III , Chap. I. 

(2) Y, Livre III, n ° s 88 et suivants . 

( 3) Pour un exemple cle cette manière d'opérer, voir Y, Livre IV, n 0 8 138 et suivants, 

sens que j ' a i expl ique dans nies Mémoires p récéden t s ( ' ) . La quan

tité p é t a n t [d'après (5)] infinie le long du conoïde carac té r i s t ique , 

et cela (du moins pou r m > 5) d 'o rdre supér ieur à i (mais toujours 

fractionnaire) les in tégra les en quest ion n ' o n t , au po in t de v u e 

classique, aucun sens. Si on l imite le d o m a i n e d ' in tégra t ion pa r 

l 'hypersurface r = £, l ' in tégrale ainsi ob tenue a u g m e n t e r a indéfi

n imen t avec -• Mais j ' a i mon t r é , aux endroi ts cités, qu' i l convient 

de lui ajouter une in tégra le de frontière convenable , —• savoir 

s'il s 'agit de l ' intégrale S S S qui cons t i tue le p remie r t e r m e , une 

intégrale ( m — i ) - u p l e S S é t endue à T — E ; s'il s 'agit du second 

t e r m e S S , une intégrale (m — 2 ) -uple S é t endue à l ' intersect ion 

de L = z avec S — d e v e n a n t également infinie avec - dans des 

condit ions telles que le r é su l t a t t o t a l t e n d vers une l imite parfai

t e m e n t déterminée lorsque E t e n d vers zéro. C'est ce t te manière 

d 'opérer qui est expr imée pa r le symbole | . 

Les intégrales ainsi généralisées n ' on t pas les propr ié tés habi

tuelles qui s ' expr iment p a r des inégali tés. Au con t ra i re , on peu t 

généra lement leur app l iquer tou te s les égalités auxquel les satisfont 

les intégrales ordinaires. Ment ionnons en par t icul ier ce que devient 

pour elles le calcul classique d 'une intégrale mul t ip l e pa r quadra 

tu res superposées ( â ) , c 'est-à-dire pa r sépara t ion des variables en 

deux groupes , les unes x u x a . . ., x p é t an t d ' abo rd laissées cons t an t e s 

p e n d a n t qu 'on effectue une première q u a d r a t u r e p a r r a p p o r t aux 

variables res tan tes x / 1 + , , x m . Ce mode de calcul est légit ime, 

t o u t comme pour les in tégrales ordinaires, t a n t que la mult ipl i 

cité x { = const. , = const . , . . , , x n = const, coupe toujours la 

mult ipl ic i té (ici le conoïde caractér is t ique) le long duque l la fonction 

à in tégrer devient singulière, sous u n angle fini. Si, au contra i re , 

cet angle est susceptible de tendre vers zéro, il faut ( ; |), au moins 

dans la par t i e co r respondan te clu domaine d ' in tégra t ion , changer 

de var iables de manière à évi ter ce t te c i rconstance . 
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O AE, n.™ M O ; Y, Livre II, n°s 61 et. suivants. 

(2) C. R. Acad. Sc., t. CLXX, p. j(i9i Y, Livre IV, n° 183 et suivants. 

( 3) Il est sous-entendu qu'il s'agit d'une équation appartenant au type hyper

bolique normal (Y, Livre I, n° 22), c'est-à-dire telle que la forme caractéristique se 

compose d'un seul carré positif et de m-—i carrés négatifs, les régions intérieures 

Le problème relatif à m impair est ainsi complè tement résolu 
par la formule (6), si l 'on sait former la solution é lémentai re v. 

Lorsque les coefficients sont ana ly t iques , le n u m é r a t e u r V de 
cette q u a n t i t é se développe (') en une série ordonnée su ivan t les 
puissances de T, laquelle converge t a n t que les deux poin ts qui y 
figurent sont suffisamment voisins, ou même (Y, n° 180, p . ago) 
dès que T est suffisamment peti t . 

On peut également ( 2) obtenir la solution du problème de Cauchy 
et définir la solution élémentaire pa r un usage convenable des 
équations intégrales . Cette dernière m é t h o d e est valable dans t o u t 
domaine où la géodésique joignant nos deux points et, p a r consé
quent , la dis tance géodésique de ces deux points peuven t être 
considérées comme déterminées d 'un manière complè tement un ivoque . 

Il n ' en est pas de même de la première mé thode , c 'est-à-dire de 
l 'expression de V sous forme de série entière. La restr ict ion appor tée 
à la valeur absolue de F est év idemment essentielle, dans le cas 
général, pour la convergence de cette série. 

Par contre, une première expression de V (et, par suite , de u) 
étant ainsi acquise pour le cas de deux points suffisamment voisins 
l 'un de l 'autre , les principes posés dans ce qui précède von t nous 
permet t re d 'en effectuer le prolongement dans des domaines pour 
lesquels cet te condit ion de voisinage n 'es t plus vérifiée. 

Supposons, pour f i x e r les idées, que la dernière var iable x m soit 
une var iable- temps au sens de la théorie de la Rela t iv i té et les m — i 
premières des variables d'espace, de sorte que t o u t e ligne x, = const. , 
x-i = const. , . . . , #,„_, = const, soit in tér ieure au conoïde caractér is
t ique a y a n t pour sommet l 'un quelconque de ses points et que 
tou te surface x m — const, ait, au contra i re , son plan t a n g e n t en un 
point quelconque extér ieur au cône carac tér is t ique cor respondant 
et soit coupée, au moins dans la région où l 'on opère, par un conoïde 
caractérist ique quelconque suivant une mult ipl ici té fermée ( : l). 
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\ - S S s " , ( u, ^ • "'i ~ 1 J> '•'»•' ) d S i ' 

| | .7 I (- l )" '*TCi> / „_ 3 M 0 = — S S S T , ! ' , , , / , >l'\ 

dv. 

dans laquelle v u l est va leur de la solution é lémenta i re formée avec 

à un conoïde caractéristique L = o étant, dans ces conditions, celles qui corres

pondent à r > o. Les hypothèses géométriques ainsi énoncées ne sont d'ailleurs pas 

les seules nécessaires à la validité du raisonnement et il y aurait l i eu de préciser cos 

dernières : c'est ce dont je me. dispenserai cependant pour le moment , ces hypothèses 

étant suffisantes pour toutes les équations à coefficients constants et pour toutes les 

équations qui ne diffèrent pas trop des équations à coefficients constants. 

f1) Il nous arrivera, pour simplifier, de surmonter du symbole \ le numéro d'une 

formule au l ieu d'en affecter toutes les intégrales qui y figurent. 

Convenons aussi d ' employer indifféremment la no ta t i on x,„ ou la 
no ta t ion t pour désigner la dernière var iab le . La région de val idi té 
du développement de V en série entière pa r r a p p o r t à V peut ê t re 
considérée comme caractér isée pa r le fait que la différence des t 
correspondant respec t ivement aux deux po in t s intéressés soit 
inférieure en va leur absolue à un cer ta in n o m b r e positif l (cette 
condit ion é tan t suffisante pour en en t ra îner d ' au t r e s analogues 
re la t ivement aux m — i au t res coordonnées, en v e r t u de la condi
t ion r > o). 

Soit u n premier po in t , que nous désignerons pa r la no ta t ion o 
et que nous prendrons comme sommet d 'un p remie r conoïde caracté
r is t ique r„ (voir la figure ci-après). Coupons ce conoïde par une 
première surface S,, par exemple une surface t — const . , — déli
m i t a n t avec lui une por t ion fermée T d 'hyperespace , en t iè rement 
in tér ieure à la région où le déve loppement en série de la solu
tion élémentaire qui a son pôle au point o est convergent , — ce 
qui arr ivera, p a r exemple , si S, est la surface t = const . = t,, 
avec Jt,—•î 0 |< l- La va leur d 'une solution régulière quelconque u 
de l ' équat ion (E) au poin t o sera expr imée à l 'a ide des valeurs u, 

et Uj = — de u et de sa dérivée t ransversa le en u n po in t quelconque 

de S, (ou, plus exac tement , de la por t ion S, de S, in tér ieure à r„) 
par la formule (') 
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les deux points (') o, i et dï\ l 'élément de volume dx,, dx.,, . . ., dxm 

décrit par le point i . 

Coupons m a i n t e n a n t le même conoïde F„ pa r une seconde surface 

analogue S a (voir figure ci-après), sur laquelle F,, découpe une 

port ion S a l imitée en tous sens, de manière à enfermer un vo lume 

limité TV H n 'a r r ivera plus, en général, que les points de S» soient 

dans la région de validi té du développement de va, mais il pou r ra 

arriver que ceux d 'entre eux qui sont intér ieurs au conoïde carac té

ristique ayan t pour sommet un point quelconque i de S, soient 

toujours dans la région où converge le développement en série de la 

solution élémentaire ayan t pour pôle ce point i : pour qu'i l en soit 

ainsi, il nous suffira, par exemple, si S, a pour équat ion i— t u 

de supposer que S a a pour équation i =• const. — t.,, avec | U —• £„ j > l, 

mais \ t, — t, J < l. 

Si cependant nous imaginions que, par u n procédé quelconque , 

la définition de v9 soit connue dans t o u t T a i , nous pourr ions consi

dérer u comme défini par les données de Cauchy u 2 et u~ = 

relatives à S 2 , cette définition é tan t va lable au poin t o; et un serait 

donné pa r la formule 

| Ï 8 ) (•- i)""7rû,„_, M „ = - S S S T , < > m f dT 

H- S S Î ^ K , ^ - « ' , . • „ . _ - - U u ^ d S . . . 

Mais, en tout cas (que nous puissions ou non par ler de vn-,), m o y e n n a n t 

.es hypothèses énoncées ci-dessus, la définition de u à l 'aide des 

données relat ives à S a s 'appliquera en t o u t point cle S,. Donc pour 
u n tel point , on aura 

|TÔ) (- i)""nQm-,ih = - S S 8 r . r „ / , d T , 

+ S S ^ ( w 2 ^ p — « a

( ' i s — L* ««••'«) dSt. 

(') Dans ce qui suit, la quantité c affectée des indices de deux points satisfera à 

l'équation donnée (E) (privée du second membre) par rapport aux coordonnées du 

point correspondant au premier indice et à l'équation adjointe (6) par rapport aux 

coordonnées du second point. 
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où S a est la port ion de S 2 , T 2 la por t ion de T 2 in tér ieure a u conoïde 
de s o m m e t i ; et , pare i l lement , nos intégrales généralisées a d m e t t a n t 
la differentiation sous le signe in tégra l , u sera d o n n é pa r la formule 

RÔT (-- i )"" i ra ,„_ 3 «;=- s s s r , ~ A m\ 

+ S S r «., - T — y u. -j± — L, dis,. 

\ " dv., av., dv., " " dv, J 

R e p o r t a n t ces valeurs dans nous aurons l 'expression de u„ 
par des intégrales où f igureront , out re la va leu r / en un po in t quel
conque de T, : 

i ° La valeur de la m ê m e fonction en un po in t que lconque 2 de 
la région T 2 — T, comprise à l ' in tér ieur de r„ en t re les deux 
surfaces S, et So ; 

2° Les valeurs de u 3 et de it'a en un po in t que lconque de S 2 . 

F i g . a. 

o 

Les valeurs de / dans ï , en t re ron t pa r l ' in tégrale m-uple 
c o r r e s p o n d a n t e — S S S R , , laquelle ne subira pas de t r ans fo rma t ion . 
Q u a n t a u x valeurs de / dans T 2 — T, , de u., e t de u[, sur S 2 , elles figure
ron t pa r des intégrales (2 ??i)-u.ple, (2 m - — i ) -uple et (2 m — 2)-uple 
é tendues t a n t à la v a r i a t i o n du point 2 q u ' à celle du po in t 1. 

D 'après | ( 8 ) , ç 0 a , s'il existe, n ' es t au t re , au fac teur ( — i ) m , i t û m _ j 
près, que le coefficient cle ~—/a ciT 2 ou celui de u a d $ a dans l 'expres
sion ainsi obtenue . Les d e u x résu l ta t s concordent et donnen t 
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not re calcul peu t ê t re mis en défaut le long de l ' intersection de 

cette nouvelle caractér is t ique avec S... Il y aura i t év idemment lieu 

de discuter de plus près ce qui se passe à ce niveau. Je n ' en t re 

prendrai cependant pas ici cette discussion, mon b u t é tan t simple-

(!) Précédemment (Y, n° 181) j'avais étudié cette question du prolongement, mais 

en raisonnant sur la fonction régulière V et non sur v. Les calculs obtenus en se plaçant 

sous ce point de vue, sont analogues à ceux du texte , mais impliquent la connaissance 

de V, au delà même de Sj, sur la surface de r „ , ce qui ne permettrait pas d'en tirer 

les conclusions dévelopécs ci-après. 

La sommat ion est é tendue cette fois à tous les points de S, don t 
le conoïde caractér is t ique contient un point 2 déterminé, c 'est-à-
dire à tous ceux qui sont intérieurs au conoïde (nappe ascendan te , 
si la nappe de F„ à l ' intérieur de laquelle nous opérons est descen
dante) de sommet 2. Suivant les cas, ce domaine d ' in tégra t ion 
comprendra donc t o u t e la trace du conoïde de sommet 2 sur S, 
(comme le mon t re la figure de droite) ou une par t ie seu lement 
de cette t r ace , le conoïde ayan t été par t ie l lement a r rê té à sa 
rencontre avec T 0 (figure de gauche) ( ') . 

Inversement si, dans t ou t e la région située au delà de S, à l ' inté
rieur de F,,, nous définissons la quan t i t é v x ) p a r la formule ("£), 
il résulte de t o u t ce que nous venons de dire que cette définition 
ne sera jamais en contradict ion avec celle de la solution é lémentai re 
supposée connue pa r ailleurs, et qu'elle en const i tuera clone légiti
mement le pro longement analyt ique. 

Il y aurai t , il est vrai , des réserves à faire sur le calcul p récédent 
en ce qui regarde t o u t point cle S 3 tel que la t race de son conoïde 
sur Si soit t angen te à celle de r o , pu i squ 'un contac t de ce t te espèce 
peu t met t re en défaut, comme nous l 'avons vu, la légit imité du 
calcul pa r quadra tu re s superposées et pa r conséquent celle de l ' inter
version des in tégra t ions . Aut rement dit , si pa r l ' intersection de S, 
et de r „ nous menons une caractéris t ique (dist incte de Vu) de no t re 
équat ion, c 'est-à-dire une surface G (x) = o solution de l ' équa t ion 
aux dérivées partielles du premier ordre 

A C Û ( i ^ " • 
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(*) Par exemple, l'arc 01, au sens ordinaire du mot. On ne peut pas employer l'arc 

compté à partir de l 'élément linéaire H, parce qu'il s'annule identiquement le long 

de L. 

M A D A J I A I U l . — J U U I I . ] ! . Vi 

men* pour le m o m e n t de mon t r e r l 'existence du pro longement 
ana ly t ique demandé . À cet égard, les r a i sonnemen t s précédents 
suffisent en tou te r igueur , si l 'on p rend soin de p r e n d r e pour f , , u 2 , u',2 

des quant i tés s ' annu lan t dans t o u t e une région (si pe t i t e soit-elle 
d'ailleurs) au voisinage de la carac tér is t ique G = o. Le prolonge
ment ana ly t ique p o u r r a d 'ail leurs être calculé m ê m e dans cet te 
région : il suffira év idemmen t de modifier en conséquence la surface 
(arbitraire) S,. 

U n tel pro longement pour ra d'ailleurs éven tue l l ement ê t re recom
mencé un plus ou moins g rand n o m b r e de fois, les va leurs calculées 
sur S a p e r m e t t a n t de m ê m e le calcul sur une surface analogue 
plus éloignée S,, et ainsi de sui te . 

III . 

Mais ici se p résen te une circonstance nouvel le et qui peu t , à 
mon sens, conduire à des conséquences ana ly t iques remarquab les . 

Le calcul de la solut ion é lémentai re v*, t o u t d ' abo rd p a r déve
loppement en série, repose essentiel lement sur celui de la distance 
géodésique \Jr entre les deux points considérés. Soit menée, p a r 
le po in t o, une géodésique arb i t ra i re don t la direct ion init iale 
dépendra de m—x p a r a m è t r e s , X,, À a, A , „ _ , , et soit pris sur 
cet te ligne un point i : les coordonnées x-, de ce po in t seront fonctions 
de A , , . . ., A,„_| et d ' un p a r a m è t r e (') s d é t e r m i n a n t sa posit ion sur 
la géodésique. On ne pour ra p rendre le poin t i que d a n s la région où 
les équa t ions ainsi écrites seront résolubles pa r r a p p o r t à A | , À m_,, s. 
Il faudra donc, à t i t r e de condi t ion nécessaire s inon suffisante, 
que le dé te rminan t fonctionnel 

] — - ' ' a i 

' ~ D( À,, . . . , ?.„,_,, ,îl 

soit différent de zéro (le po in t o excepté). Non seulement il en est 
ainsi pour le calcul pa r série entière, mais éga lement pou r la seconde 
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( x) Le premier terme du développement de V suivant les puissances de T devient, 

d'autre part, imaginaire, lorsque J change de signe [cf. Y., n° 1G9, formule (7a)]. 

( 2) Notons toutefois, sous ce point de vue, les changements brusques de phases 

au foyer des systèmes optiques étudiés par M. Gouy. 

expression que nous avions également ob tenue pa r la solution d 'une 
équat ion intégrale . L 'un et l 'autre impl iquen t en effet la format ion 
de la quan t i t é F , et celle-ci cesse d 'ê t re bien définie lorsque la condi
tion ci-dessus énoncée n 'est plus vérifiée ( '). 

Or, dès q u ' o n abandonne le cas où les formes quadra t iques A 
et H sont à coefficients constants , il n ' y a, comme on le sait , aucune 
raison pour que cet te condition ait lieu cons t ammen t et au contra i re , 
le point o a d m e t en général, sur chacune des géodésiques qu i en 
sont issues, un foyer conjugué, lequel est précisément défini pa r 
la condition J = o. 

Il n 'es t même plus exact, aujourd 'hui , de dire que de tels é léments 
linéaires à coefficients variables n ' on t pas u n in térê t phys ique 
suffisant pour justifier leur étude approfondie. 

Enfin, s'il est v ra i que les milieux à indice de réfraction cont inû
ment var iable ne se p rê ten t pas assez bien-à l ' expér imenta t ion pour 
pe rme t t r e d 'observer les singularités dont il s 'agit, il n ' en est pas 
de même des systèmes de rayons réfléchis, pour lesquels ces singu
larités sont d 'expérience courante , et qui re lèvent p o u r t a n t , comme 
on va le rappeler dans un ins tan t , de considérat ions toutes semblables 
aux précédentes . 

Or, p r a t i quemen t , les singularités ainsi observées clans la forme 
des ondes lumineuses ne donnent lieu à aucune difficulté par t icu
lière dans l 'é tude de la propagat ion ( 2),. au lieu que les problèmes 
d 'Analyse cor respondants semblent, comme nous venons de le 
voir, me t t r e en défaut nos méthodes de calcul. 

Le fait ana ly t ique remarquable qui ressort des considérat ions 
précédentes est que, en réalité, la solution élémentaire est encore 
définissable et peu t être appliquée à la résolution du problème de 
Cauchy, là même où le dé te rminan t désigné plus h a u t p a r J n 'es t 
plus différent de zéro. 

Supposons, comme précédemment , que la solution é lémentai re *>„ 
ayan t son pôle au point o ait pu êt re définie dans tou t le vo lume 
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désigné plus h a u t p a r T., jusques , et y compris , la surface S,. Traçons 
encore une seconde hypersurface S 2 extér ieure à T, et dé l imi tan t 
avec r„ un nouveau vo lume T,,. E n t r e S, et S 2 , les géodésiques 
issues du point o p o u r r o n t fort bien présen te r des foyers conjugués, 
et pa r exemple, le conoïde F u pour ra offrir des po in t s et des lignes 
singulières; mais nous a d m e t t r o n s , comme plus h a u t , que S, et S 2 

sont assez voisines pour que la valeur de p , 2 soit définie relat ive
men t à u n point quelconque S, combiné avec un po in t quelconque 
de S 2 (pourvu que chacun de ses points soit in té r ieur au conoïde 
issu de l ' aut re) . 

Dans ces condit ions, la formule (<£) fera conna î t re la valeur de v„., 
(et cela moyennan t une pe t i t e déformat ion de S,, m ê m e a u x points 
situés sur la carc tér is t ique p r é c é d e m m e n t désignée p a r G = o) et 
l 'expression ainsi formée de v(, pe rmet encore la résolut ion du 

problème de Cauchy pa r la formule [ (8). 

La qi ianti té p0a ainsi ob tenue n 'es t d 'ai l leurs différente de zéro 

que si le conoïde de sommet 2 a une par t i e c o m m u n e avec S, : ce t te 

condit ion définit une por t ion S 2 de S 2 . 
Soit m a i n t e n a n t S 3 une nouvelle hypersurface s i tuée de manière 

analogue aux précédentes et, plus précisément , de maniè re à enclore, 
a v e c t o u t conoïde a y a n t son sommet sur S 2 , u n vo lume limité en 
t o u t sens. Si, en out re , nous la supposons assez voisine de S 3 pou r 
que, clans chacun des volumes don t nous venons de parler , la solution 
élémentaire ayan t son pôle au sommet du conoïde cor respondant 
soit définie, la. mé thode précédente p e r m e t t r a encore de prolonger 
la définition de la fonction v0 (si du moins les s ingulari tés de e ü 2 

p e r m e t t e n t l 'exécution de nos intégrat ions) ; et ainsi de suite. 

Ainsi se t rouve é tabl i ce r é su l t a t que l ' i n t e rp ré ta t ion phys ique 
nous faisait prévoir, mais qui reste si p a r a d o x a l au point de vue 
ana ly t ique . Il y aura i t lieu, d 'ail leurs, à tous points de vue , de le 
compléter par l ' é tude de l 'a l lure de la fonction ç a au voisinage des 
s ingulari tés du conoïde F„. 

IV. 

L ' é t u d e de la réflexion dépend , au po in t de vue m a t h é m a t i q u e , 
de ce que nous avons appelé le problème mix te . 
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( 1) Pages 499 - 5Q3 des Comptes rendus du Congrès, 

( 2) Il s'agit, ici encore, d'une onde rétrograde, c'est-à-dire obtenue en remontant 

le cours du temps et qu'on peut considérer comme déduite d'une onde ordinaire par 

le principe du retour inverse. 

La surface qui por t e les données se composera cet te fois de deux 
par t ies , l 'une S, de la même na tu re que celles qui se sont présen
tées jusqu ' ic i , c 'est-à-dire obtenues en ne faisant varier que des 
coordonnées d 'espace et telle pa r conséquent que son plan t a n g e n t 
soit toujours extér ieur au cône caractér is t ique a y a n t pour sommet 
le - point de con tac t : surface S qui sera d'ail leurs limitée à une 
certaine frontière (var iété m — 2 fois é tendue) Q ; l ' au t re 2 , engen
drée au contra i re pa r la frontière en quest ion (qui lui est ainsi 
commune avec S) lorsqu 'on y fait var ier une coordonnée- temps, 
de sorte que, con t ra i rement à ce qui arr ivai t pour S, son plan t a n g e n t 
est toujours sécant au cône caractér is t ique au point de contact . 
Nous désignerons pa r cK la por t ion d 'espace à m dimensions ainsi 
limitée par S et L . 

Sur S, on se donnera comme p récédemment les données u et u' 
de Cauchy; sur X, la seule valeur de u . 

Nous avons donné, au Congrès international des Mathématiciens 
à Strasbourg ( '), une méthode propre à résoudre ce problème mix te . 
Outre la solution élémentaire v n ayan t pour pôle un point arbi
t raire o du domaine (R. (voir les figures ci-après), il convient d ' in t ro
duire une au t re fonction v„, également solution de l 'équat ion 
adjointe dans le domaine T où elle est définie. Ce domaine s 'obt ient 
en coupant S pa r le conoïde caractér is t ique f,, ou p lu tô t pa r sa 
nappe qui est t ou rnée vers S et que nous appellerons, pour abréger, 
nappe descendante , puis t r a çan t , p a r la mult ipl ici té d ' intersec-
section .t?, une seconde caractér is t ique G (sorte d 'onde réfléchie) ( a) : 
il est compris en t re S et G, ou, d 'une manière plus précise, c'est 
la part ie du domaine primitif qui est séparée du point o pa r G. 

La fonction v„, infinie d 'ordre m 2 le long de G, est dé terminée 

pa r la condi t ion d 'ê t re en outre égale à fJ

n en tous les points de X, 
de sorte que la somme algébrique 
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•i)'">r.il„ : - S S S ( e ) 0 / 7 / T 

dv 

dv 

, du T . ,' 

où les intégrales sont é tendues respec t ivement à T et a u x port ions 
de S et de S comprises à l ' in tér ieur de la n a p p e descendan te de F n . 

L 'exis tence de ( v ) a résul te de déve loppements donnés ul tér ieure
m e n t ( ') , du moins (les coefficients é tan t supposés ana ly t iques 
ainsi que la mul t ip l ic i té £) en t o u t point suffisamment rapproché 
de X". La méthode n 'es t donc applicable, j u s q u ' à nouvel ordre, que 
si t o u t e la région satisfait à cet te dernière condi t ion ( 2 ) , ce qui 
exigerai t que le point zéro ne soit lui-même pas t rop éloigné de S 

A ce t te objection, qui res t re indra i t g r avemen t la por tée de not re 
mé thode , il peu t ê t re r épondu exac tement comme nous venons de 
le faire en ce qui concerne le problème de Cauchy. Le point o et 
la mult ipl ic i té 2 é t a n t donnés , de sorte que la mult ipl ici té peu t 
ê t re const rui te , soit S, une première position de S assez rapprochée (*) 

(1) AElt n°s 1.3. y , L i v r e n, 11° 53. 

( 2) Dans la communication citée plus haut, au Congrès de Strasbourg (in fine), 

j'ai proposé un autre mode de calcul de la quantité v, sous forme d'une intégrale 

analogue à un potentiel de double couche, de manière à échapper à la restriction 

constatée dans le texte . Je dois toutefois ajouter que l'équation intégrale à laquelle 

on est ainsi conduit présente des difficultés particulières et nécessiterait une étude, 

spéciale. 

( 3) Soit G une caractéristique menée par la frontière commune à S et à 2 (onde 

au sens ordinaire du mot, c'est-à-dire se propageant vers les temps croissants) et 

l imitée à ses lignes multiples. Le point 0, s'il est aü delà de G, ne devra pas en être 

trop éloigné. 

( 4) Il est bien entendu en ce moment que la possibilité pour J? de rencontrer S 

(ou Si), — surface à laquelle elle serait alors arrêtée — n'est nullement exclue. 

(analogue à la fonction classique de Green) s 'annule le long de 
ce t te dernière surface. Si m a i n t e n a n t on convient que (*>)„, défini 
comme il vient d 'ê t re d i t dans i, doit ê t re pris s implemen t égal à c 0 

dans le reste de la région T (port ion de 61 in té r ieure à la n a p p e descen
d a n t e de r„) , la solut ion du p rob lème mix te est donnée p a r la formule 



3 3 4 JACQUES HADAMARD. 

Fl«. 3. 

arbi t raire de S, ( toujours avec la condit ion que chacun des points 1 
et 2 soit in tér ieur au conoïde a y a n t l ' au t re pour sommet) . On 
pour ra écrire des relat ions tou tes semblables à ( 7 ) , ( 8 ) , ( 9 ) , (g'), 
au changement près de toutes les quan t i t é s v en (ç). On pour ra 
donc aussi écrire la formule correspondant à (<E) : 

( -I) '"'TV£2 W _; , (C) 1 1 S 

S S (( ' )«> M ' O i n ('Ol d S l 9 

laquelle résout le problème. 

L 'opéra t ion p o u v a n t être recommencée u n plus ou moins g rand 
nombre de fois, et l a y a n t , d 'après les ra i sonnements connus, u n 
min imum positif dans t ou t e région où les données sont régulières, 
on peut progress ivement a t t e indre t o u t l ' intérieur d 'une telle région. 

Ici encore, r ien de t o u t cela ne suppose la régular i té de la surface S 

de / v en tous ses points pour pe rme t t r e l 'appl icat ion de la m é t h o d e 
précédente , c 'est-à-dire pour pe rme t t r e la définition de (p)„. Soit S 2 

une au t re posi t ion de S, plus éloignée du po in t o que S, et dont , 
pa r exemple, chaque point se déduira d 'un point cor respondant de. S, 
en d iminuan t la coordonnée-temps d 'une cer ta ine quan t i t é cons tan te 
ou variable l. Si S 2 est assez voisin de S,, c 'est-à-dire si l a d m e t 
un m a x i m u m suffisamment pet i t , on pour ra définir, en t o u t poin t 2 
de S a , la fonction (c), analogue à (v)\ ob tenue en p a r t a n t d 'un point 
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dans t o u t e la région où l 'on opère. La q u a n t i t é (p) sera donc définie 
et la formule ( u ) appl icable , m ê m e si, sur les r ayons réfléchis, 
il y a des foyers conjugués du point o. L ' é t u d e de l ' intégrale (#-') 
p e r m e t t r a i t de se rendre c o m p t e de l 'al lure de la fonction au voisi
nage de singularités de ce genre. 

V. 

Nous nous sommes jusqu ' i c i borné au cas de m impair . Les 
valeurs paires cle m donnera ien t lieu à des calculs sens iblement diffé
rents p résen tan t des difficultés nouvelles et, p a r cont re , u n in térê t 
nouveau , ainsi que le m o n t r e r a i t déjà l ' é tude du cas classique des 
ondes sphériques. 

Nous nous conten te rons , dans le t r ava i l ac tue l , d ' indiquer les 
principes à l 'aide desquels le calcul doit ê t re abordé , c 'est-à-dire 
ce qui concerne la résolut ion du problème de Cauchy et du problème 
mix te . 

J ' ava i s p récédemment (') ob tenu la résolut ion du problème de 
Cauchy pour m = 2 m , p a r ce qu 'on peu t appeler u n e « méthode 
de descente », c 'est-à-dire en r a m e n a n t l ' é tude de l ' équat ion (E) 
à 2 ?n, variables à celle d 'une équa t ion à une va r i ab le de p lus 

( E ' ) ^(u) = ^(u) 

dont l 'adjointe est 

(&') = 

Soit (a,, a . 2 ) , . ., a m , c) u n po in t arbi t ra i re de l 'espace à m -f- 1 dimen
sions, c dés ignant la va leur prise en ce po in t p a r la coordonnée 
supplémenta i re z . La forme carac tér is t ique re la t ive à la nouvelle-
équat ion (E') é t an t 

A ' ( P „ P , ; P„„ R) s A ( P . „ P 4 ) P m ) - R-, 

le conoïde caractér is t ique clans l 'espace à m + 1 dimensions a pour 

(P u 

ds'-

(*) AM, 5 e Partie; Y, Livre IV. 
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équat ion 

(i3) r = s r - (s — n)i=o, 

où le premier m e m b r e F ' vérifie, bien en tendu , l ' équat ion 

(4' i A ' ~ T ) ï , ' ^ ' l . . . . . X, 

dx„, dz 

A la mult ipl ici té m — i fois é tendue S de l 'espace à m dimensions 

correspondra, dans le nouvel espace, la mult ipl ici té cyl indr ique S' 

qui a S pou r section droite, c 'est-à-dire celle qu 'on obt ien t en 

associant aux coordonnées x d 'un point arb i t ra i re de S, successi

vement , tou tes les valeurs réelles de z . Le problème de Cauchy, 

posé pour l ' équa t ion (E) re la t ivement à la mult ipl ici té S, est entiè

rement équivalent à celui qu 'on peu t se poser re la t ivement à l 'équa

t ion (E') et à la multiplici té S', les données u et u' en un point 

quelconque de S ' é t an t (quel que soit z) les mêmes q u ' a u point 

correspondant de S. E n opérant ainsi, nous avons obtenu, clans les 

t r a v a u x cités, la formule 

(i4) —^ i—TI'"' - 1 « , , 
( W., — 2 ) ! " 

= - SSSrV fdxdx 

dV S S S u dy 

dxm 

- f u' + L u ) V dS 

rfV 
u7Tv - < t t 

L K I V 
dS) 
dy i 

(m., — 2) ! dy 
Sa., U V -y- -y- + S F F„ « "V -y- -y-

dv d*< dv dy 

qui donne la va leur de u au point o et dans laquelle [les éléments F, V, V 
de la formule (5') é t an t pris re la t ivement à ce point] on désigne 

par y la por t ion de surface T — const. = y > o intér ieure à la 

nappe du conoïde qui coupe S et l imitée à son intersect ion avec S, 

cet te in tersect ion elle-même é tant désignée pa r a... 

Passons m a i n t e n a n t au problème mixte . 

La solution en a y a n t été donnée plus h a u t pa r la formule ( n ) , 

pour une équa t ion à 2 m, -|- i var iables , le problème est, ici encore, 

v i r tuel lement résolu, pour l ' équat ion à 2 m, variables, pa r la m é t h o d e 
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de descente . La ques t ion est de savoir si le calcul ainsi conduit 

p o u r r a ê t re poussé j u s q u ' à l 'obtent ion d ' une formule analogue 

à ( i4) . 
P o u r cela, r e m a r q u o n s d ' abo rd que si l 'on i n t rodu i t , non plus le 

premier m e m b r e de l ' équa t ion du conoïde carac tér i s t ique , mais une 
solution quelconque G de l ' équa t ion 

. . . . . fdG. àC, \ 

la q u a n t i t é 

représen te ra encore une solut ion de l ' équa t ion (4')- Si ces deux 
fonctions sont telles que , égalées à zéro, elles r ep résen ten t des 
surfaces régulières, on pou r r a , pour l ' équat ion (E') ou pour son 
adjointe (&'), former une solut ion v ' de la forme 

V 

G ' 2 

et cela en se d o n n a n t a rb i t r a i r emen t les valeurs de la fonction 
régulière V le long d ' une mult ipl ic i té S sécante à S' pa r exemple, 
une mult ipl ici té cyl indr ique (au sens p r é c é d e m m e n t indiqué) dont 
la section droite soit sécante à S. 

v ' é t a n t ainsi choisi, l ' in tégrale 

(c, cons tan t ) donnera ( '), pou r l ' équa t ion co r respondan t à m var iables , 
une solut ion de forme analogue à (5'), mais avec remplacement 
de F pa r G. 

Ce sont ces pr incipes que nous avons appl iqués , dans les t r a v a u x 
cités, au conoïde carac té r i s t ique et à la solut ion é lémentai re . Mais 
(en t e n a n t compte des r e m a r q u e s précédentes) on p e u t t o u t aussi 
bien les appl iquer à u n e carac té r i s t ique quelconque G, par exemple 
à celle que nous avons ainsi désignée dans la résolut ion du problème 

(!) AM, p. 370-371: Y, n» 134. 

H A I ) . U t A . I M l . — l U I i n . K . 411 
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(') Le premier V de ces deux coefficients n'est défini qu'à des ternies de l'ordre 

m—1 

de G 2 = G'"-"1 près, ses valeurs et celles de ses m,—a premières dérivées 

aux divers points de G ayant seules à i n t e r v e n i r . Les conditions que cette q u a n t i t é 
doit remplir le long de G doivent donc s'entendre seulement à l'ordre m, — 1 près. 

mixte . Il suffira, pour cela, d 'avoir défini le premier m e m b r e G de 
l 'équat ion de cet te caractérist ique comme é t an t la solut ion de 
l 'équat ion (4 bis) (distincte de F) qui p rend des valeurs égales à 
celles de F en tous les points de la mult ipl ici té S : m o y e n n a n t quoi 
la fonction 

G ' = G - - o)1 

fournira une solution de (4') p r e n a n t les mêmes valeurs que F' en 
chaque point du cylindre droit £ ' de base 2. Soient ensui te v ' la 
solution de (<§') qui prend sur 2 ' les mêmes valeurs que la solution 
élémentaire 9' et qui est infinie su ivant G' : l 'expression v dédui te 
de v ' par la formule ( i5) pourra être considérée comme définie 
(à une quan t i t é régulière près) pa r les conditions : 

a. D 'ê t re solution de l 'équat ion adjointe (&) à m va r iab les ; 
1 

m — •! 

b. D'être une somme de deux te rmes , l 'un en G 2 , l ' aut re en log G, 
les coefficients é t an t des fonctions régulières ; 

c. De prendre , sur D, les mêmes valeurs que p, ce qui impl ique 
des conditions correspondantes pour chacun des deux coefficients 
dont il vient d 'être question ('). 

En désignant encore pa r (y) la différence v — V, cet te q u a n t i t é ((•>), 
également solution de l 'équat ion (&), sera encore cle la forme (5') 
(au remplacement près de F par G) le long de G. 

Elle sera régulière dans ~, sauf sur la surface de d iscont inui té G. 
Les deux coefficients (V) et (V), qui correspondent aux coefficients V 
et "v' de la formule (5'), et qui sont encore des fonctions régulières 
aux environs de C , s 'annuleront le long de 2 : le second d ' en t r e eux 
sera d 'ai l lems pour son compte une solut ion cle l ' équa t ion ($) . 

Ces principes une fois posés, il est clair que la « descente » 
de ((•>') = 9'—v' à (v) donnera lieu exac temen t aux mêmes calculs 
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que celle de v' à v . La solut ion du problème m i x t e sera donc donnée 
pa r une formule iden t ique à (I4)J à ceci près que V devra ê t re 
remplacé pa r (V) dans t o u t e la région T et dans t o u t e la région corres
p o n d a n t e de S, p e n d a n t que , d ' au t r e pa r t , on devra ajouter des 
t e rmes en (V) analogues a u x t e r m e s déjà calculés en V (intégrales S S 
le long de G et intégrales S le long de l ' in tersect ion de G avec S). 

La mé thode de descente nous pe rme t clone de résoudre le p rob lème 
mix te à 2 m , var iables , t o u t comme elle ava i t fourni p r é c é d e m m e n t 
la solution du problème de Cauchy. 

Il n ' en reste pas moins q u ' u n e telle m é t h o d e , basée sur l ' inter
ven t ion d 'une coordonnée supp lémen ta i r e complè t emen t é t rangère 
à la quest ion, présente , au moins à première vue , un carac tère 
assez artificiel. J e me suis donc proposé d 'é tabl i r , sans l 'emploi de 
ce détour , la formule (i/|) et celle qui lui correspond p o u r le problème 
m i x t e ; je vais mon t r e r que c 'est , en effet, chose r e l a t ivemen t aisée. 

Soit G = o une carac tér i s t ique de l ' équat ion , que nous suppose
rons, pour commencer, régulière : c 'est-à-dire que , n o n seulement 
le premier membre G de son équa t ion devra ê t re une fonct ion régu
lière des coordonnées (fonction a d m e t t a n t des dérivées cont inues 
ju squ ' à l 'ordre qui in te rv iendra dans les r a i sonnements et les calculs) 
mais que, en outre , il n ' ex is te ra clans la région où l 'on opère aucun 
point (point singulier) où ses m dérivées du premier ordre s ' annulen t 
s imul tanément . L ' équa t ion caractér is t ique 

d e v a n t être vérifiée t o u t le long de cette surface, 011 devra avoir 
i den t iquemen t 

A , é t an t une fonction régulière des x . Notons t o u t de suite qu' i l 
en résul te , pour la dérivée t ransversa le à une surface G = const. , 

dG 

en p r e n a n t TC/ = -j—> 

(iG) A = A , G, 
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Soit, d ' au t r e pa r t , 

JACQUES HADAMARD. 

p é t an t u n ent ie r positif pendan t que V, V sont des fonctions régu

lières, une solution de l 'équation (&), ce qui implique que "s' est 

lui-même une solution de cette équat ion. Soient T (figure ci-dessous) 

le vo lume compris entre la surface précédente et une seconde 

surface S et s i tué , pour fixer les idées, du côté G > o ; et T., le 

domaine ob tenu en coupant S, non plus pa r G = o, mais pa r la 

surface voisine G = const. == y > o. Appl iquons la formule fonda

nts- 4-

mentale (F) à une solution u (régulière) de l 'équat ion (E) et, d ' a u t r e 
par t , successivement aux deux solutions v et V de l ' équat ion 
adjointe. L ' in t roduc t ion de V donne d 'abord , en désignant tou jours 
par it' la dérivée t ransversale de u en un point arb i t ra i re de S, 

( i 8 ) - S S S T - ' V l'dT \- S S S 

SSy 

d-V> 
u - p - - ( u ' H - Lu )V 

(JV 

dv 
i u' I- \jii')V d>. 

formule dans laquelle nous avons rassemblé au premier m e m b r e 
les termes de volume et les t e rmes relatifs à S, en m e t t a n t à p a r t , 
au contraire , dans le second membre , ceux qui sont relatifs à la 
surface G = y , Si nous considérons encore u et u ' , le long cle S, 
comme des données de la question, ce second membre res te la seule 
quant i té inconnue. 

Nous en désignerons la valeur pa r tu. 

Pour obteni r une expression de cet te inconnue , ou p lu tô t de sa 
valeur l imite, CJ„, pour y = o, écrivons, toujours dans T.,, la 
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V/'+l y y " 0 1 dy\y» 
Tir, •- nr loyy 

où, en même t e m p s que la q u a n t i t é 07 déjà in t rodu i t e , figurent les 
expressions 

,.dT 

</('. c/S 
dv d-{ ' 

( t ) = - S S Y V / ^ + s . . . 
• dV , , ,.'| dS 
u —, ( H'H- I- « 1 V 

dv 
di 

SS.,V f~ +8a 
' • d-f 

dG d* 

dv dy ' 

dV 
11 —, ( u' -f- I . « \V 

dv 

dS 
dy 

(v désignant la t r ansversa le à S), et 

d\ 
I' = S S - , 

dv 
u,' 4 - Y" — p A , u V 

d'y „„ . „dV 

dy • dy 

v désignant la t r ansversa le à G = y, calculée en p r e n a n t 

On voi t d ' abord , comme il fallait s'y a t t end re , que les coefficients 

de l o g y sont égaux de p a r t et d ' au t re [c'est la relat ion obtenue en 

dé r ivan t , pa r r a p p o r t à y, les deux membres de (18)]. Mais de 

p lus , comme clans les condit ions où nous nous plaçons jusqu ' ic i , 

les fonctions P , ci,, en sont développables su ivan t les puissances 

cle y (au moins j u s q u ' à l 'ordre qui nous in téressera) , on voit aussi 

formule fondamenta le , la solut ion in t rodu i t e de l ' équa t ion adjointe 

é t an t , cette fois, v , et dér ivons pa r r a p p o r t à y (ou, si l 'on veu t , 

appl iquons la formule dans la port ion de T comprise entre deux 

surfaces voisines G = y et G = y -f- d y , et passons à la l imite 

pou r d y = o). Chaque élément cle vo lume donnera , comme coeffi

cient de d y , l ' é lément d ' in tégra le ( m — i . ) - u p l e désigné précé

d e m m e n t par et, de même , chaque é lément de la surface S 

"Y 

donnera , comme coefficient de d y l 'é lément ( m — 2 ) -uple , convenable

men t compté , de la va r i é té de <?.,, in tersect ion cle S avec G = y, 

é lément désigné p a r On t rouve donc, en tenant , compte cle (16) 

l 'égali té 
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que CÏ„ est le coefficient de l'unique terme en ~ qui existe au second 
membre. 

Donc on a 

Telle est, à la limite (c'est-à-dire pour y = o), la valeur du second 
membre de (18). L 'él imination de va0 en t re (18) et (20) fourni t 
une relat ion ent re les valeurs de u et de u' sur S (confirmant , comme 
on le sait déjà pa r ailleurs, que, dans la disposit ion de figure actuel le , 
ces valeurs ne peuven t pas être données a rb i t ra i rement ) . 

Prenons, ma in t enan t , pour G = o, n o n plus une carac tér i s t ique 
régulière, mais u n conoïde carac tér i s t ique , de sorte que G n 'es t 
autre que F et que, pa r conséquent , la quan t i t é ' p r é c é d e m m e n t 

désignée pa r A a la va leur constante 4 p e n d a n t que p a la va leur m 

Les considérat ions précédentes von t se t rouve r modifiées pa r la 
singularité qui appara î t au sommet du conoïde. Ceci ne change rien 
à l 'évaluat ion du premier membre de (19), mais, au second membre , 
le t e rme de coefficient xn n 'est plus le seul qui fournisse un. t e r m e 

en ^ (c'est-à-dire qui , a v a n t dérivation, soit en log y). 

Pour le voir, on peut , soit abst ra i re du domaine d ' in tégra t ion le 
voisinage du sommet du conoïde en coupan t pa r une pe t i t e surface 
auxiliaire S, et évaluer (asympto t iquement ) les te rmes correspon
dants ainsi ajoutés au premier m e m b r e de (19), soit laisser la 
surface F = y complète et étudier d i rec tement le changemen t à 
apporter au second membre . Nous adopterons cet te seconde maniè re 
d'opérer. 

Les choses apparaissent d'ailleurs sous un jour assez n o t a b l e m e n t 
différent su ivant que m est égal à 2 ou supérieur à 2. 

i° Prenons d 'abord m = 2, c 'est-à-dire le cas classique de R i e m a n n . 
L 'équat ion é t an t comme d 'hab i tude rédui te à la forme de Laplace (e), 
le conoïde se rédui t à un angle droit , don t nous prendrons le sommet 
pour origine des coordonnées et les lignes F = 4 x y = const, seront 
des hyperboles équilatères. Comme on a ici (ainsi qu' i l est bien 
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connu dans l ' é tude de la m é t h o d e de R i e m a n n ) ( ' ) , 

rb ds — - ( S- dx — ~dy\ 
c/v •>. \ ox a y " / 

et crue p est nul , on vo i t crue le t e r m e en P ne donne lieu qu ' à des 

F i g . 5 . 

t e rmes finis et à dér ivée finie ( a ) pour y = o. P a r cont re , sur l 'hyper
bole F = y, on a 

( a i ) 
d'Y 

dy 

c o s ( / i , x) ds oos (M, y) ds 

\di 

àT 
x 

âT 
dy 

dx 

x 
dy 
— 

et tsx représente, au signe près, l ' intégrale curvi l igne 

. dx r „ dx 

é tendue à l 'arc mn i n t e rcep té sur l ' hyperbole pa r la mult ipl ic i té 
—- ici la ligne — S. 

On voit i m m é d i a t e m e n t q u ' o n peu t rédui re uV à sa va leur à 

l 'origine : en effet, en raison de la double forme ( 2 1 ) de l 'é lément 

t o u t t e rme c o n t e n a n t en facteur soit x , soit y donne ra un r é su l t a t 

P) Sur le signe à prendre dans ces formules (et cpii dépend de l'orientation de la 

ligne S par rapport aux axes coordonnés), voir Y, Livre U, n° 42, 

(2) Voir la note suivante-
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fini et régulier ( '). Cette quant i té , qui se rédui t à u„ si l 'on prend 
égale à l 'uni té la valeur initiale de V, sera multipliée par 

Ion — - = Ioky — ( loi; Y.r'-, i, 

en désignant par x „ y , ; x * , y-> les coordonnées des points m, n . 
La différence des deux valeurs (18) et (2) de GÏ„ n 'est donc plus 

nulle, mais égale à u„, dont elle fait connaî t re la valeur , de sor te 
qu 'on re t rouve ainsi ( a) la formule classique. 

2 0 Soit ma in t enan t m supérieur à 2. Nous emploierons, comme 
nous l 'avions déjà fait précisément (Y, n° 141) ( : 1), le changemen t 
de variables ( introduction des « variables normales » de Lipschi tz) 
qui réduit A à une forme quadra t ique à coefficients cons tan t s , et 
par conséquent (moyennant une subs t i tu t ion linéaire) à la forme 

(c,, £ a, £,„ é tan t les nouvelles var iables) , ce que nous écrirons 

encore plus br ièvement 
V = t1 - r-, . 

en désignant par t la dernière var iable £,„ et pa r r" la somme des 
carrés des variables res tantes . Cette forme donnée à F impl ique 

(1) Ce sera une intégrale curviligne où, sous le signe / , le coefficient de das ou dy 

sera borné ainsi que ses dérivées. La dérivée d'une telle intégrale s'obtient immédia

tement par transformation en une intégrale double, et l'on voit ainsi qu'elle est dans 

un rapport fini avec la dérivée de l'aire interceptée dans notre hyperbole par une 

ligne fixe, 

( 8) L'étude du premier membre de (19) présente, elle, aussi, quelques différences 

avec le cas de m > a : voir Y, n° 150. 

( 3) Cette manière d'opérer — comme d'ailleurs le raisonnement fait à l'endroit 

cité.dans le texte — n'est, strictement parlant, légitime que si l'on connaît l'effet 

du changement de variables sur tous les calculs exécutés. Il y aurait eu lieu, à cet 

effet, d'écrire ces calculs sous forme entièrement invariante, ce qui aurait été obtenu 

si l'on avait pris comme élément de volume de l'espace non la quantité dxL da^ .,, rfa),,,,-

niais bien son produit par • • 1 - , ainsi qu'il est bien connu dans les recherches actuelles 

de géométrie généralisée. Les modifications à faire subir aux formules, et sur lesquelles 
je compte revenir à l'occasion, seraient aisées à indiquer (cf. Y, p. 91, note, et p. 582, 
note). 
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que, à l 'origine des coordonnées , la q u a n t i t é A ( P 1 , P 2 , P,„) 
se rédui t à 

(.«si A ( F , , l\, P , „ ; o , o , . . . , o i = P i - - P ? - . . . - P U , - , 

et p a r conséquent , a u vois inage de l 'origine, à une forme q u a d r a t i q u e 
très peu différente de celle-là. 

Les nouvelles var iab les i ndépendan te s £„,_, peuven t 
elles-mêmes s 'expr imer en fonctions de r et de m — 2 p a r a m è t r e s 
angulaires sp,, ©„,_, : l 'é lément de vo lume sera donc 

dT = diA ... r'"-- <r/û,„_a dr dl, 

[fZÜ,„_3 é t an t l 'é lément de surface d 'bypersphère de rayon 1 dans 

l 'espace à ( m — 1 ) dimensions] et l 'on en dédu i t a i sément (Y, l o c . 

c i t . ) que l 'é lément désigné plus h a u t par — a l 'express ion 

-/•"'-:! düm-,dt., 

dans laquelle il. convient ici dé no te r que, dans le cas actuel , l 'expo
san t de r est positif et m ê m e a u moins égal à 1 . 

Dans ces condit ions, en opé ran t comme plus h a u t ou comme nous 
allons le faire dans un i n s t an t , il est aisé de voir que le t e r m e trr, 

ne fourni t dans la dér iva t ion aucun t e r m e infini avec - • P a r contre , 
ï 

il en est au t r emen t du t e r m e en P . Dans ce dernier , la q u a n t i t é 
qui figure entre crochets sous le signe S S est une fonction régulière; 
sa va leur à l 'origine est .d'ailleurs u n i q u e m e n t donnée pa r son 
dernier t e rme — - p A , u V , car dans tous les au t res i n t e rv i ennen t les 

dérivées TI,- — lesquelles sont nulles au sommet de no t re conoïde. 

Si donc nous commençons p a r mult ipl ier pa r d ü n h . a e t in tégrer pa r 
r appor t à . . ., <jV-(, le r ésu l t a t sera une cer ta ine fonction <i'(r, t) 
régulière (et paire pa r r a p p o r t à r) qui p rend , pou r r = t — o, la 
va leur 

( «3 i • - 2 (, M — 2 ) L I , , , - . , « „ V u, 

après quoi on aura 

(2 i ) V=z^J /•*«-»<&(/•, t)dl, 

H . V I I A . M . U U ) , — J U l l ï t . l i . 'lri 
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l ' intégrale é t an t prise, dans le plan des r t , le long d 'un arc de l 'hyper
bole t3 — r - = y, que l 'on peu t supposer l imité par la ligne t = h . 

Si, sous le signe j"> on réduit <I> à son t e r m e ini t ial (23), celui-ci sera 
multiplié pa r l ' intégrale 

,m-»dt—l i ( l i ... y) * dt— - j (t'-j)"' ïdt. 

Or cette dernière est (cf. Y, p . i 5 i ) de la forme 

i l ^ C , , , , ^ » " - ' log'YH- l \ y ) 

(C,,,,., é t an t le coefficient numér ique désigné plus h a u t ) , dans 
laquelle P(y) est une série ent ière en y. Comme on doit diviser 
par y'"'"1, ceci donne u n t e rme de la forme qui nous intéresse et 
dont le coefficient est la quan t i t é (23). 

Il est aisé de voir que ce t e r m e est seul de son espèce dans le 
cas où les données sont ana ly t iques et où, pa r conséquent , <]>(?', t) est 
de la forme 

*(/•, t) = *.,(/•, r-) -{- HiK(r, f), 

<L>, et 4>M dés ignant des séries entières en r et f : il suffit de t r a i t e r 
d 'une manière analogue à la précédente chaque te rme des développe
ments ainsi ob tenus . 

Si l 'on veu t supposer seulement que les quant i tés sur lesquelles 
on opère sont régulières, c 'est-à-dire dérivables ju squ ' à u n ordre 
suffisamment élevé, on raisonnera comme à l 'endroit p r é c é d e m m e n t 
cité (Y, n° 141), en formant les dérivées successives de l ' intégrale (24) 
jusqu 'à l 'ordre m,.— 1. Il appara î t ra ainsi, pa r l 'emploi de la formule 
de Taylor, que la quan t i t é 

d ( V \ V 1 d\> 

se présente sous la forme cle te rmes en — , - à coefficients 

constants et de t e rmes finis augmentée d 'un t e r m e en log y dont le 
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coefficient a pour l imite (a3) au coefficient n u m é r i q u e 
M 

près. D 'une manière ou de l ' au t re , on r e t o m b e bien su r la formule (i/J) ; 
et l 'on obt iendra i t é v i d e m m e n t de m ê m e la formule qui résout le 
problème mixte . 

Je renvoie à un t r ava i l u l té r ieur l ' e x a m e n des conséquences de 
cet te formule au po in t de vue développé plus h a u t et j e me conten
tera i , en t e r m i n a n t , de no te r la no tab le différence qui , dans le 
calcul précédent , pa ra î t séparer les cas de m = 2 et de m à A\ 11 
serait impossible de concevoir que les d e u x calculs cor respondants 
se r amènen t en réal i té à une même no rme , si l 'on ne connaissai t 
les liens qui r a t t a c h e n t l 'une à l ' au t re les fonct ions V et V, tels 
qu'ils appara issent lo r squ 'on dédui t le cas de m = 2 m , de celui 
de m = 2 m , + 1 pa r voie de « descente ». L a m é t h o d e de descente , 
don t nous nous étions servis p r écédemmen t , se m o n t r e donc, en 
fin de compte, beaucoup moins artificielle qu 'el le ne le semblai t 
au premier abord et nous appa ra î t comme liée à la n a t u r e des choses. 

E n t e rminan t , je rev iendra i un ins t an t sur le ca rac tè re pa radoxa l 
que présente la formule (#) pa r laquelle nous avons , dans le cas de 
m impair , expr imé la q u a n t i t é c 0 a '• il a p p a r a î t , en effet, que cet te 
q u a n t i t é — laquelle est, si les coefficients sont ana ly t iques et les 
points o, 2 suffisamment rapprochés , une fonct ion ana ly t ique des 
coordonnées du po in t 2 — est représentée p a r une intégrale clans 
laquelle le domaine d ' in tégra t ion peu t avoir plusieurs formes diffé
rentes su ivant la s i tua t ion respect ive des points o, 2 et de la var ié té S,. 

Prenons le cas le plus simple, celui de l ' équa t ion des ondes cylin
dr iques 

la surface S, é t an t un p lan t = const. Le n o m b r e m est alors égal à 3 

et la solution é lémentai re est 

Un devra alors considérer les deux conoïcles (c 'est-à-dire, ici, 

à'1 u û- u 

W1 

t)1 u 

w 
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+ r. 

Cette ^intégrale devra être étendue au domaine D formé des points 
intérieurs à la fois à C, et à C 2 . Mais ce domaine n ' au ra pas tou jours 
la même forme, puisque les cercles C, et C a seront t a n t ô t in tér ieurs 
l'un à l ' au t re — ce qui représente déjà deux cas possibles — ou 
sécants. 

Malgré cela, l ' intégrale correspondante a tou jours la va leur voi. 
Pourra i t -on cons ta te r au t remen t que cet te intégrale donne tou jours 

la même fonction analy t ique de x a , y 0 , x » , y . , , h , k ? 
C'est ce qu 'on pour ra i t aisément é tabl i r pa r une mé thode analogue 

à celle que j ' a i indiquée p récédemment (Y, n° 94, p . il\.g) en ce 
qui concerne une intégrale double analogue, à savoir celle qui serait 
é tendue à la région D, formée des points intér ieurs à l 'un des cercles 
et extérieurs à l ' au t re : il suffirait de considérer x [ } p a r exemple , 
comme une q u a n t i t é complexe x , + i x \ } dont la par t ie imaginai re x \ 
serait prise comme troisième coordonnée, et d ' intégrer , dans l 'espace 
ainsi const i tué, le long d 'un ellipsoïde cle révolut ion inf iniment 
aplati qui ait pour équa teur u n cercle F comprenan t C, et C 4 à son 
intérieur. 

Pour t r anspo r t e r cet te a rgumenta t ion au cas qui nous intéresse, 
il faudrai t p r end re le cercle F cons t ammen t in tér ieur à la région D 
et, pour cela, dans le cas cle deux cercles sécants , le faire passer 
par les points d ' intersect ion. Il n 'es t nu l l ement évident que l ' inté
grale ainsi calculée doit rester une fonction ana ly t ique un ique soit 
que les cercles C,, C a soient sécants , soit qu' i ls soient in tér ieurs l 'un 
à l 'aut re , et une é tude spéciale serait nécessaire à cet égard. 

Quan t au calcul direct de l ' intégrale, il ne faudrai t pas croire 
qu'il soit exempt de difficulté. Les systèmes de variables auxquels 
on est le plus na tu re l l ement t e n t é de songer conduisent tous à 
faire in terveni r des intégrales ell iptiques. 

les deux cônes) caractér is t iques de sommets respectifs o et 2, 
lesquels couperont le plan S, su ivan t deux cercles C„, C, de 
centre P (œ 0, y 0 ) , Q ( x u , y*) et de rayons h = 11„ — f, |, k = 11{ — 
L é tan t nul , p u a sera donné pa r l ' intégrale double 
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L' intégrale (22) est liée à l ' in tégrale 

(,a3) 1 = / / FIS d.rA dy, 

= f f 
J Jn y / A s - — a ^ — C n -

pa r la relat ion 

{ 2 4 ) c, 

= X d.;t\ dy., 

)* \ ' / « - ï — ( rf'i — — („)'i - v â )* 

+ âk' 

et, p0a é t an t connu, ceci p e u t être considéré comme une équa t ion aux 
dérivées partielles qui dé te rmine ra I si l 'on y jo in t la condit ion 
que I s 'annule, d 'une p a r t , lorsque l 'un des cercles se rédui t à un 
point et , de l ' au t re , lorsqu' i ls sont t a n g e n t s ex té r i eurement . On 
voi t ainsi que I a une expression différente s u i v a n t que les cercles 
sont in tér ieurs ou sécants . Ce n 'es t que pou r la combinaison (24) 
qu ' i l en est a u t r e m e n t . 

Ici encore, de même que dans les cas p r é c é d e m m e n t cités de 
l ' équa t ion des té légraphis tes ou de l ' équa t ion d 'Euler -Poisson, 
no t re pr incipe condui t à des ident i tés qu i r e s t e ra ien t assez cachées 
sans son usage. 



R E M A R Q U E S G É O M É T R I Q U E S 

S U R L E S E N V E L O P P E S 
ET 

LA PROPAGATION DES ONDES 

(Acla malhematic.il, !.. TI'I, TÇI.'SO.) 

Les considérat ions qui v o n t suivre se r a t t a c h e n t ind i rec tement 
à l 'œuvre de Fredho lm par l ' in termédiaire de nos recherches anté
rieures sur les équat ions aux dérivées part iel les, telles qu'elles ont 
été exposées n o t a m m e n t dans ce Jou rna l ( '), les Annales Scienti
fiques de l'École Normale supérieure, le Bulletin de la Société Mathé
matique de France (-), les Atti. Soc. It. per il Progressa délie Scienze 
et récemment dans le Journal de Mathématiques (''). 

C'est, on le sai t , à F redho lm que l 'on doit l 'une des premières 
et des plus fécondes impulsions dans la recherche des solutions 
élémentaires des équat ions linéaires a u x dérivées part iel les, c'est-

(*) T. X L I X , p. 203-244 (Mémoires publiés en l'honneur de G. MITTAG-LEFFLEB). 

(2) Ann. Sc. Êc. Norm, sup., 3 e série, t. X X I , 1904, p. 535-566; t. X X I I , i g o 5 , 
igo5 , p. I3I-I4I ; Bull. Soc. Math, franc., t. L U , 1924, p. I4I-178. Voir aussi nos Lectures 

on Cauchy's problem, London-New Haven, ig23 (une traduction française est sous 

presse). 

(3) XIII0 Congrès, Naples , 1924. 
( 4 ) T . VIII, 1929, p. 197 (Mémoires publiés en l'honneur de MM. PICARD et APPELL). 

(B) Acta, t . X X I I I , 1900, p. 1-42. Ces recherches fondamentales de Fredholm ont 

été reprises dans d'importants travaux récents tels que ceux de MM. LEHOUX, ZEII.ON, 

HERGLOTZ. 

http://malhematic.il
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(!) PICARD, C. R. Acad. Se., 6 août 1891 et 5 juin 1900; HILBERT, Leçons de Gôuingue, 

1901 (non public); HKDRICK, Thèse, Gôttingue, 1906: SOMMEHPELD, Encycl. der Math. 

Wiss, iiA.rc, igoo. 

(a) Arkiv for Mat, Astr. och Phys., t.. T. 
(3) Lac. cit., p. 2/1.7, note a. 

. (4) C. R. Acad. Sc., t. C L X X , igao, p. i/|9- Voir aussi l 'ouvrage cité et E . E . LEVI, 

Circolo Mat. di Palermo, t. X X I V , 1907, p. 27;! 

à-dire dans la général isat ion à ces équat ions du potent ie l é lémenta i re 

classique j , - Son analyse s ' appl ique à t ou t e équa t ion l inéaire à trois 

var iables i ndépendan tes et à coefficients c o n s t a n t s , quel que soit 
son ordre , pourvu que tous les t e rmes en soient du m ê m e ordre, et 
aussi a u x systèmes d ' équa t ions à coefficients cons tan t s qui in ter
v iennen t dans l ' é tude de l 'E las t ic i té en milieu homogène aniso t rope . 
L ' équa t i on du second ordre à coefficients ana ly t iques quelconques 
a é té t ra i t ée pour le cas de deux var iables i n d é p e n d a n t e s , grâce 
a u x t r a v a u x de MM. P ica rd , Hi lber t et Hedriclc, Sommerfeld ( ') , 
puis , pou r une première forme, d ' équa t ions à t ro is var iab les , p a r 
M. Holmgren (-). Nous avons réussi ( 3) à former la solut ion élémen
ta i re pou r l ' équat ion la plus générale du second ordre à coefficients 
ana ly t iques , ou même n o n ana ly t iques ("), de maniè re à p e r m e t t r e 
l ' in tégrat ion de t o u t e équa t ion de cette forme. 

P a r le fait même du rôle qu 'el le joue dans ce dernier problème, 
la solution é lémentai re in te rv ien t nécessa i rement dans tou tes les 
études que le géomètre p e u t en t r ep rendre sur le célèbre pr incipe 
de Huygens . Sous sa forme la plus simple (celle que nous avons appelée 
p récédemment forme A ou « majeure » de Huygens ) , ce pr incipe 
se t r a d u i t par une sor te de théo rème d ' add i t ion auque l elle sat isfai t ; 
mais la formule d ' add i t ion don t il s'agit a la forme d 'une équat ion 
in tégra le , se r a t t a c h a n t ainsi à la grande idée i n t r o d u i t e dans la 
science pa r F redho lm. Nous nous sommes proposé , dans les t r a v a u x 
cités plus hau t , d 'écrire ce t te formule pou r les premières va leurs 
du nombre m des var iab les i ndépendan t e s et, dans le dernier d ' en t re 
eux, nous avons p o r t é no t r e a t t en t i on sur le cas de m — 3 . On a 
alors l ' avan tage de pouvoi r serrer de près sans difficulté, les figures 
é t a n t construi tes dans l 'espace ordinaire , le côté géomét r ique de la 
ques t ion . 



35a J A C Q U E S H A D A M A R D . 

( 1) Rappelons cependant les résultats bien connus de GOUY (Annales de Chimie el 

Physique, 6 e série, t. 24 , p. i/jS). Voir, à leur sujet, JULIUS, Arch. Néerl, t. 28 ; ZKKMAN, 

Ibid., 9 e série, t. 5, 1901; SAGNAC, BOLTZMANN, Festschr., igo4 . 

C'est un iquemen t à cette é tude géométr ique que nous consacrons 

le présent t r ava i l . Nous y abordons , sous ce seul po in t de v u e 

d'ailleurs, l ' é tude des ondes à caust iques , dont la n a t u r e nous offre 

de continuels exemples, sans que leur influence sur nos calculs d ' in té

grat ion ait pu être formulée jusqu ' ic i ( ') . L ' é tude géomét r ique que 

nous en t reprenons en ce m o m e n t est, à cet égard, un prél iminaire 

indispensable. 

É t a n t donné l 'objet spécial ainsi visé, nous nous sommes bornés 

aux singulari tés cle t y p e courant , i n t rodu i san t tou tes les hypothèses 

qui peuven t nous être utiles, pou rvu qu'elles soient réalisées dans 

les exemples concrets que nous offre (au nombre des dimensions 

près, puisque nous allons ra isonner sur des phénomènes plans) la 

p ropaga t ion de la lumière. Il y aura i t assurément place pour une 

é tude plus précise de ces hypothèses et, p a r conséquent , du degré 

cle général i té de nos résul ta ts . 

Ajoutons que la plus grande par t i e de celle-ci a été résumée clans 

une récente communica t ion adressée au Congrès des Mathémat ic iens 

slaves (réunion de Varsovie, sep tembre 192g). 

1. Nous pa r tons d 'une famille cle surfaces à deux pa ramè t r e s 

ni .3 = IM./-. K, (5) 

qui peu t être considérée comme in tégra le complète d 'une équa t ion 

aux dérivées partielles du premier ordre (C). Cette dernière elle-même, 

dans les applicat ions qui nous in téresseront , sera du second degré 

et p rov iendra d 'une équat ion linéaire du second ordre (E) dont elle 

définira les caractéris t iques. Nous adopte rons d'ailleurs tou jours 

la terminologie correspondant à cet te dernière hypothèse , c 'est-à-dire 

que nous appellerons « caractérist iques » les solutions de l ' équa t ion (C) 

et « b icaractér is t iques », les caractér is t iques de (C). 

Nous por tons t o u t d 'abord no t re a t t en t i on sur une carac té r i s t ique 

part icul ière l \ ainsi que sur une cer ta ine b icarac té r i s t ique A appar 

t e n a n t à r „ . L ' in tégrale complète ( t ) sera supposée dépourvue de 
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singulari tés. Mais il n ' en sera pas de m ê m e de la surface T,,, qui 
s'en dédui t pa r la cons t ruc t ion connue de Lag range , c 'est-à-dire 
comme une enveloppe, et ce sont préc isément les s ingulari tés de Tn 

qui von t nous intéresser . On ne d iminuera d 'ai l leurs pas la généra
lité en a d m e t t a n t que la re la t ion ent re a et ß qui , d ' après la mé thode 
de Lagrange, engendre F„ n ' e s t au t r e que ß = o, e t que la b icaracté
r is t ique X correspond à a = o, de sorte que les équa t ions 

(2) s = V(a:, y, x, o ) , 

( a ' ) dFjgj, y, ce, o ) _ o 

da. 

définissent la b icarac té r i s t ique X lorsqu'on, y fait a = o et la surface F,, 
lorsqu 'on élimine a en t re elles. 

D ' u n point quelconque {') (x.>, y.2) z») pris sur X, c o m m e sommet , 
construisons le conoïde carac tér i s t ique , c 'est-à-dire la solution de (C) 
ob tenue en l iant a et ß p a r la re la t ion 

(3) , i 2 — F ( * ' i , j s , a, (3) — o . 

Ainsi qu'i l est b ien connu, ce conoïde T., se raccorde à F 0 t o u t 
le long de la b icarac té r i s t ique . Ceci correspond, en somme , au fait 
que , (2) et (2') é t a n t vérifiées pour a — 0, x = x-J} y = y2, z = z 3 , 

p e n d a n t q u e ^ p est différent de zéro la re la t ion (3) donne 

pour a = o, de sorte que l ' équa t ion 

qu ' i l faut lui adjoindre pou r définir le conoïde To, est vérifiée en 
m ê m e t emps que (2') en chaque point de X. 

Nous couperons les d e u x surfaces F„ et F a p a r u n e m ê m e surface 
a rb i t ra i re S,, sorte d 'écran sur lequel elles seront représentées 
pa r leurs t races . L ' équa t i on (C) é t an t supposée du second degré, ou, 

fi) Notation adoptée dans u n but de concordance entre le Mémoire actuel et les 

précédents. 

( a) S'il en était autrement, on serait en présence d'une intégrale singulière de l'équa

t ion (C), hypothèse que nous excluons. 

( ) C'est le rôle qu'elle jouerait dans l'interprétation optique des considérations 

actuelles. 

11 ADAM A n n . — .muii.ii. 'iB 
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plus généra lement , le cône (enveloppe de plans) qu'elle définit en 
chaque point é t an t supposé convexe, S, sera supposé être une «surface 
d'espace », c 'est-à-dire que son p lan t a n g e n t en chaque po in t sera 
extérieur au cône défini par l ' équat ion au même point : il en résul te 
qu 'un plan parallèle à celui-là coupera su ivant une courbe fermée 
le cône analogue ayan t pour sommet un point inf iniment voisin 
quelconque. Dès lors, pour des raisons de cont inui té , il en sera de 
même lorsqu 'on remplacera le p lan t a n g e n t pa r la surface S, el le-même 
et le cône pa r le conoïde caractér is t ique de même sommet . Nous 
admet t rons non seulement qu'i l en est ainsi, mais qu'il con t inuera 
à en être de même lorsque le sommet du conoïde occupera sur la 
bicaractér is t ique X les diverses posit ions que nous serons condui t s 
à envisager pour lui : ceci est év idemment une condit ion que nous 
pouvons imposer à no t re écran S,. 

F„ se raccorde, t o u t le long de X, avec l ' intégrale complè te G 
qui est représentée pa r l 'équat ion (i) lorsqu 'on fait, dans ce t te 
dernière, a = ß = o. Nous pouvons d'ail leurs adme t t r e que G est 
le p lan des x y ; la ligne bicaractér is t ique X, l 'axe des x et l 'écran S,, 
un plan x = x, parallèle au plan des y z . 

2 . Le po in t 2 — c'est-à-dire le po in t (x.,, y . , , z.,) — é t a n t d ' abord 
placé au point o d ' intersection de X avec l 'écran, déplaçons-le progres
sivement sur X dans un sens dé terminé que nous considérons comme 
positif. La courbe fermée y 3 , t r ace du conoïde cor respondant , d ' abord 
infiniment pet i te , se déformera progress ivement t o u t en r e s t a n t 
tangente , à l 'origine, à la t race y„ de la surface r „ . Proposons-nous 
d 'étudier l ' influence que le dép lacement du sommet 2 exerce sur 
les relat ions mutuel les des deux courbes. 

Plus spécialement, not re caractér is t ique P„, enveloppe de la 
famille de surfaces (2), pourra a d m e t t r e une arê te de rebroussement À, 
même si, comme nous le supposerons, chacune des surfaces (2) et , 
d 'une manière générale, l ' intégrale complète (1) est dépourvue de 
singularités. Cette arête ou, comme nous l 'appellerons encore, ce t te 
caustique, est t angen te , comme on le sai t , à une série de b icarac té
ristiques successives. Nous allons voir que si elle l'est à X, et si le 
point 2 vient coïncider avec le point de contac t , les deux courbes y „ , y u 

auront entre elles, à ce moment-là, un contact de second ordre. 
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D ' a u t r e par t , sur la surface du conoïde, c 'est-à-dire en cons idérant a 
d$ 
dot. 
d& 

et ß comme liés p a r la re la t ion (3), la va leur de -y- est donnée 
d-& 

par ß' et celle de ^ pa r la condi t ion (où x , y , z sont encore remplacés 

pa r x3, y-2, z 3) 
àll r ) i F d$ t?L(d$Y f ) F d~$ 
ôa1 ~* "' da dfi da ' aß- \dx)

 1
 aß da'-

É c a r t o n s toujours l ' hypo thèse où ^ s ' annule ra i t au po in t 2 en 

même t e m p s que ~ Nous voyons que pour t o u t e posi t ion de ce 

poin t sur la b icarac tér i s t ique X, la re la t ion (3) donne 

dß__ 

da 

et que , lorsqu'i l v ient au po in t de contac t deX avec l ' a rê te de rebrous
sement , elle donne en ou t re 

d'-ß 

D'après cela, si nous figurons, dans le p lan des oeß, la ligne L 

représentée par l ' équa t ion (3), nous voyons q u ' à l 'origine des coor

données de ce plan, elle a u n con tac t du second ordre avec l 'axe des a 

( a u t r e m e n t dit, en général , u n po in t d ' inflexion). 

Or, ainsi qu'i l est bien connu, en t re ce t te ligne L et la section 

qui nous intéresse, les re la t ions (3), (3') é tabl issent une t ransfor

m a t i o n de contact ( ' ) ; et , d ' a u t r e pa r t , on sai t q u ' u n e t r ans fo rma

t ion , si elle se présente régul iè rement (au sens qui v a ê t re précisé 

dans un i n s t an t ) , conserve les ordres de con tac t . Il est aisé de vérifier 

(*) On sait le parti que M. VESSIOT a déjà tiré de cette circonstance pour l'étude 

des ondes. 

Le poin t de contac t de X avec la caus t ique s ' ob t i en t en adjoi

g n a n t à (2), (2') la t ro is ième équa t ion 

(»') î ? = o. 

acc-
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que les choses se passent bien ainsi. Soit, pour abréger l 'écr i ture , 

s = F | y , r, a, #(«)] — <I>(x, _r, a) 

l 'équat ion qu 'on dédui t de (i.) en y r emplaçan t ß par sa va leur en 

fonction de oc, soit ß = g (a) —• en fait, p a r celle qu 'on obt ien t en 

résolvant , pa r r a p p o r t à ß, l ' équat ion (3). Les dérivées part iel les 

successives de la fonction <D par r appor t à a cont iendront seu lement , 

outre celles de F , les dérivées de même ordre au plus de ß pa r r a p p o r t 

à oc. L 'équat ion (3') qui , jointe à (3), définit le conoïde s 'écrit 

()(t> 
(5 ' ) J x = o. 

et le fait classique du contact ent re l 'enveloppe et l 'enveloppée qui 

en résulte, s 'exprime, en ce qui regarde leurs t races sur S,, c 'est-à-dire 

y faisant x = x,, pa r la relation 

dz _ <M> 

La valeur de ^ est donc indépendan te de la valeur que p rend 

la dérivée telle qu 'on la t i re de l ' équat ion implicite (5'). Mais 

pour que la t ransformat ion de con tac t qui permet de passer de 

l 'équation (3) à (2) soit dite se compor ter régul ièrement , il impor t e 

de s 'assurer que cette dernière dérivée n 'es t n i nulle ni infinie 

pour y = z = a = o. Or, en ve r tu de l ' équa t ion 

â*Q â*<b da _ 
( 7 ) à a d y + da* à y ~ ° 

qui la fournit , la première circonstance se présentera i t p o u r 

(8) 

la 

(5") 

da Oy 

la seconde pour 

da'- '' 

L 'un et l ' au t re cas seront exclus. Le premier donnerai t , puisque ~ 

est supposé iden t iquement nul en x pour y = 0, un po in t singulier 

de la ligne (5'), c 'est-à-dire de la b icarac tér i s t ique considérée comme 
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définie pa r cet te équa t ion . Celle-ci, s'il se p rodu i sa i t , définirait 
en général , clans le p lan des x y , ou t re l ' axe des x , une seconde ligne 
coupan t cet axe au po in t x — x , . La seconde h y p o t h è s e (5") signi
fierait que le point (x, o , o) appa r t i end ra i t à l ' a rê te de rebroussement 
du conoïde F>. Nous supposerons toujours le po in t 2 assez r approché 
de l 'écran S, pour q u ' u n e telle c i rconstance ne puisse p a s se produi re . 

Ceci acquis, la dérivée seconde ~ n ' e s t a u t r e q u e la dérivée 

to ta le , p a r rapport, à y , de l 'expression (5), soit [en t e n a n t compte 

de (5')] 
(Y-<I> (Y-® da (Y-(b/da 

( 9 d y 1 + A âTTâJ- dy + Ihr- \dj-

Dans cet te formule, la q u a n t i t é ^ est fournie pa r (7). E n résumé, 

les dérivées partielles de <D pa r r appor t à a qu i figurent dans le 
d°-z 

calcul de -yp sont les dérivées première et seconde, et tels sont , 

pa r conséquent , les ordres des dérivées de ß p a r r a p p o r t à a qui 

in te rv iennent dans ce calcul. Si donc ^ et sont nuls à l 'origine, 
d- s 

la va leur initiale de ~ sur la t r ace du conoïde défini par les 

équat ions (5), (5') sera bien la m ê m e que sur la t r ace de la surface Ta. 

3. L 'enveloppe r,,, qui est singulière t o u t le long de la caus t ique , 
peu t présenter (et, dans les cas que nous examinerons plus loin, 
présente nécessairement) en des points isolés, une s ingular i té plus 
élevée : il en est ainsi pou r t o u t po in t où l 'on a, ou t re (2), (2') et (2") 

(YF 

U n tel point , ainsi qu ' i l est connu et que nous le cons ta terons à 
nouveau u n peu plus loin, est, pour la caus t ique A, u n point de 
rebroussement . Mais a v a n t de le considérer en lu i -même, res tons 
encore au point de v u e où nous venons de nous p lacer et examinons 
l'effet qu i en résul te en ce qui concerne les re la t ions des d e u x 
courbes (y„) et (y 2 ) , t r aces de F,, et du conoïde F» sur l 'écran S,. 

L o r s q u ' a u po in t 2, sommet du conoïde, les re la t ions (2), (2'), 
(2"), (2'") sont vérifiées s imu l t anémen t , les deux lignes y„ et y 2 ont , 
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au point y — z — o, un contact du troisième ordre. C'est ce qu 'on 

voit par un ra isonnement t o u t semblable à celui qui précède . E n 

premier lieu, la differentiation to ta le de la relat ion (3) donne évidem

ment une nouvel le relation où tous les t e rmes con t iennen t u n 

f a c t e u r ^ et ^ 3 sauf deux : nous n ' au rons donc à écrire que ces 
da da? 

deux derniers , savoir 
d<V <)F d^_ 

Ja1 + aß da:< 

à* F àF 

et, d 'après (2'"), on a, en (.-r,;., y - . , z.,) et pour a = o, ^ = o, avec ^ ^ o. 

La ligne L, lieu du point (a, ß) et la droi te ß = o, a y a n t ainsi un 

contact du t rois ième ordre, il doit en être de même des lignes (v 2 ) , (y„) 

qui, nous l 'avons déjà noté , leur correspondent par u n e même 
d" s 

t ransformat ion de contact . C'est ce qui résul te bien du calcul d e ^ p 

à l 'aide de (5) et de (5'). Cette dérivée, d 'une manière analogue 

à (g), s 'exprime en effet par les dérivées partielles de <I> j u s q u ' a u 

troisième ordre et les dérivées de oc par r a p p o r t à y j u s q u ' a u second, 
le coefficient de la dérivée troisième é t an t nul d 'après (5'). Or, ces 

dernières dérivées ^j^> qui se déduisent de (5'), n ' in t roduisen t elles-

mêmes, pour h = 1, 2, que les dérivées de <I> j u s q u ' a u t rois ième 

ordre et, par conséquent , les dérivées de g j u s q u ' a u t rois ième ordre . 

Inversement , si les lignes y,, et y u t racées sur l 'écran S, ont ent re 
elles un contac t du troisième ordre, la m ê m e relat ion existe en t re 
les deux lignes qui leur correspondent dans la t r ans fo rmat ion de 
contact , à savoir l 'axe des a et la ligne L définie pa r l ' équat ion (3), 

d'B 

de sorte que est nul à l 'origine sur cet te dernière : la re la t ion (2"') 

est donc vérifiée au point 2. 

4. Une première conséquence, a isément verifiable sur les modèles 

de surfaces enveloppes de l'espèce que nous étudions en ce m o m e n t , 

ressort de ce que nous venons de t r ouve r : la caustique ne peut pas 
être la première singularité qui se présente lorsqu'on se déplace sur 
la surface T„ — pa r exemple sur une bicaractér is t ique quelconque, 
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à des b icaractér is t iques exceptionnelles près — en partant de la 
courbe y,,. A v a n t d ' a r r ive r à cet te caus t ique , on rencont re d ' abord 
nécessa i rement une ligne double de la surface. 

Considérons en effet, à mesure que le po in t 2 se déplace sur la 
b icarac tér i s t ique X, la dé format ion c o r r e s p o n d a n t e de la courbe y . , , 
t r ace du conoïde qui a ce poin t pou r sommet . In i t i a lement , y 3 sera 
une courbe fermée t rès pe t i t e t a n g e n t e à y(> et en t i è remen t s i tuée 
d ' u n m ê m e côté de ce t te dernière ligne. 

Au contra i re , lorsque le po in t mobile 2 sera p a r v e n u au po in t 
cle con tac t de X avec la caus t ique , nous venons de voir qu ' i l y au ra 
en t re y q et y a un con tac t du second ordre et , s'il s 'agit d 'un po in t 
ordinaire de la caus t ique , du second ordre seu lement . Dès lors, 
en un te l point de con tac t , les deux courbes d e v r o n t se t raverser , 
t o u t e u n e par t ie , n o n inf in iment pe t i t e , de la ligne y 3 a y a n t changé 
de côté pa r r a p p o r t à y„. 

Le passage direct en t re une telle disposit ion et celle qui se présen
t a i t au point de dépa r t est impossible . II est nécessaire que , préalable
m e n t , la courbe y 2 t o u t en r e s t a n t t a n g e n t e à y„ au pied de la b icarac
té r i s t ique X, l 'ait t r aversée p a r ailleurs et que, t o u t d ' abord , elle 

„ lui ait é té t a n g e n t e en u n po in t dis t inct du premier . A ce m o m e n t , 
le poin t 2 devai t appa r t en i r à u n e seconde b icarac té r i s t ique t r acée 
sur F„ et , pa r conséquent , se t r ouve r sur u n e ligne double de ce t te 
surface. 

Ce ra i sonnement ne souffre d 'except ion q u e si la posi t ion finale 
du po in t 2 correspond à u n con tac t du t ro i s ième ordre en t r e y-, et y ( ) , 
c 'est-à-dire à la s ingular i té considérée au n u m é r o p récéden t ; dans 
ce cas, les deux courbes y„ et y 3 p euven t ne pas se t r ave r se r au 
m o m e n t où l 'ordre du con tac t s 'élève. 

5. L ' une des difficultés des quest ions que nous avons à t r a i t e r 
p rov ien t assurément de la forme géomét r ique assez compliquée q u e 
p r é sen t en t des surfaces telles que F,,, au vois inage de s ingulari tés 
telles que celles don t nous venons de par ler . Mais il existe au jou rd 'hu i 
des modèles en fils bien connus de surfaces de ce t te espèce, visibles 
dans tou tes les collections de Géométr ie . Le p lus classique est la 
surface de pen te c o n s t a n t e p a s s a n t pa r une ellipse. 

P a r contre , on ne connaissai t , j u s q u ' à ces derniers t e m p s , aucun 
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où II (x, y , z , t) est le premier m e m b r e de l ' équat ion d ' u n front 
d 'onde : u , v , c , des fonctions données de la var iable z . Il est «aisé 
de se placer dans les conditions qui nous intéressent ac tuel lement , 
c'est-à-dire dans l 'espace-temps à t rois dimensions, en considérant 
les solutions indépendantes de y et supposant nulle, à cet effet, 
la quan t i t é p. 

(x) Journal de Mathématiques, t. V I I , 199.8 (volume dédié à MM. APPELL ot PICAIID), 
p. 289-318). 

exemple analogue clans lequel la surface Va soit elle-même un 
conoïde, cas le plus intéressant de tous au point de vue de no t re 
é tude générale, parce que c'est celui de l 'onde directe issue d 'un 
point unique et qu' i l se présente nécessai rement lorsqu 'on veu t 
résoudre le problème de Cauchy, à l 'exclusion des problèmes mixtes 
(donc de la réflexion), pour une équat ion a u x dérivées part iel les du 
second ordre. Dans les cas classiques où l 'on sait intégrer l ' équa t ion 
des géodésiques et, pa r conséquent, dé te rminer le conoïde caracté
rist ique, celui-ci ne présente pas d 'a rê te de rebroussement . A vra i 
dire, i ndépendammen t des équat ions à coefficients cons tan t s pou r 
lesquels les conoïdes caractérist iques sont des cônes ordinaires, on 
ne peut guère citer, au moins à première vue , que le cas où l 'é lément 
linéaire initial est l 'é lément non euclidien de Loba tchewsky ou cle 
Riemann : mais alors les conoïdes caractér is t iques sont dépourvus 
de. singularité au t re que leur sommet (géométrie de Lobatchewsky) 
ou présentent (géométrie de Riemann) une singulari té t o u t excep
tionnelle et abe r ran te à savoir un second point conique an t ipode 
du sommet . 

Cette lacune a été complétée dans un récent t ravai l de M. Galbrun (1 ) 
consacré à la p ropaga t ion du son dans u n e a tmosphère en mouve- , 
ment . Le phénomène est d'ailleurs é tudié clans l 'espace ordinaire 
et, par conséquent , dans l 'espace-temps à q u a t r e dimensions : 
l 'équation des caractéris t iques, telle qu 'on la dédui t des équat ions 
dynamiques du problème, est 
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6. Dans une discussion qu' i l se contente de r é sumer sommai r emen t 
dans le t ravai l cité, mais don t il a eu l ' amabi l i té de me commun ique r 
le détai l , M. Galbrun é tudie la forme de la surface a u t o u r d ' u n point co 
de cet te na tu re . Les résu l t a t s d 'une telle é t ude ont d 'ail leurs (voir 
le t r ava i l cité) des conséquences i m p o r t a n t e s au po in t de vue des 
phénomènes sonores. Géomét r iquemen t (du moins dans le cas 
simplifié où nous nous plaçons ici en faisant abs t r ac t ion de l 'une 
des variables) , ils m e t t e n t en évidence u n e forme t o u t analogue à 
celle que l'on cons ta te dans les mêmes condi t ions (c 'est-à-dire au 
voisinage des points co) sur la surface de p e n t e cons t an t e menée 
pa r une ellipse, et qui, pour les surfaces a lgébr iques , a é té décri te 
pa r G. Fon tené ( a ) . 

Il est aisé de voir que cet te forme — sorte cle t r i èd re à d e u x dièdres 

P) L'équation (C) admet l'intégrale complète 

ccx -h pt -I- y y H- (5 -|- tn ( s "), m(x)= j * \ J ^ ( ß + «"'H- yv)- — a- — y 2 dz 

aux constantes arbitraires a, ß, y, ô, d'où l 'on déduit immédiatement les équations 

des bicaractéristiques cherchées [équations (a3), (28) do M. Galbrun]. C'est cette 

intégrale (on y annulant la fonction p et la constante v), qui, résolue par rapport à 2, 

donnerait, en l'espèce, l 'équation (1) qui nous sert de point de départ. 

(2) Noue. Ann. de Math., 1907, p. 433 et suiv. Voir particulièrement page / |37 et la 

figure correspondante. 

H A D A M A R » . — . U J B l t l i . M 

Les bicaractér is t iques ou rayons sonores se d é t e r m i n e n t p a r 
quad ra tu r e s ('). 

La discussion de leur forme (voir le Mémoire cité de M. Galbrun) 
me t en évidence deux catégories , su ivan t que l ' a l t i tude y var ie ou 
non toujours clans u n m ê m e sens ; et si l 'on c o m p a r e ceux de ces 
rayons qui pa r t en t d ' un m ê m e point à u n m ê m e i n s t a n t , on consta
t e r a que ceux d ' en t re eux p o u r lesquels l ' a l t i t ude présen te u n 
m a x i m u m touchen t une m ê m e courbe, caus t ique cle la surface 
d 'onde. 

Pour certains d ' en t r e eux se présen te m ê m e la s ingular i té supé
r ieure don t il a été ques t ion a u x numéros p récéden t s , à savoir u n 
point de rebroussement de la caus t ique . 
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nuls ayan t son sommet au point to— s 'appl ique au cas général d 'une 

enveloppe telle que nous l 'avons considérée dans ce qui précède. 

Si la famille de surfaces (2) est telle que, pour x = y = o, a = o, 

on ait, outre F = o, les relations (2'), (2"), (2"'), on peu t , p a r u n 

changement de var iable régulier exécuté sur le pa r amè t r e a, combiné 

avec une t ransformat ion ponctuelle régulière sur le point (x, y , z ) , 
écrire son équat ion générale sous la forme 

( i l ) s — F(j>, y, a) = xy — a-x + x,(/.x -f- my -{••.. . ) - | -a * ( iH- . . . ) H-

L'équa t ion (2') s'écrit 

( u ' ) ~Ja

= 0 —J — ' i c x x ' + ^ci-(lx + my + . . . ) + (\ci3 (1 -]- . ..) H- . . . 

et peut se résoudre pa r rappor t à y sous la forme 

( ia ) y — ( 9.0t. — 3la})x — 4 a 3 ( i - K •.) H- •. •= ^{x, «), 

le premier m e m b r e de (11 ' ) ne différant d'ailleurs de y — ty(x, a) 

que pa r un « facteur uni té », c 'est-à-dire pa r u n facteur développable 

(au moins ju squ ' à u n certain ordre) su ivan t les puissances de x , y , a 

avec u n t e rme cons tan t différent de zéro. Les équat ions (11) et ( 11 ' ) 

ou (12) définissent not re enveloppe. Celle qu' i l faut leur adjoindre 

pour définir la caust ique s'écrit 

( u " ) ^ = (2 •- 6la)x ~ - i 2 a s ( i + . . . ) + . . . — o. 

Les valeurs de x , y , z , telles que les fournissent successivement , en 

fonction de a, les équat ions ( 1 1 " ) , (n ' )> ( i : t )> commençan t respect i

vement par des termes en a 3 , a : ', a'', on voi t bien, t o u t d ' abord , 

que la caust ique présente un rebroussement à l 'origine. 

Donnons m a i n t e n a n t à x une valeur déterminée t rès pe t i t e et 

étudions la section correspondante de la surface. Soit d ' abord x > o. 

Pour a inf iniment pe t i t , il appara î t sur les équat ions (12) et (11) 

que z aura le signe + et y le signe de a; que, en outre , y est fonction 

croissante de a dans un certain interval le de valeurs de a a u t o u r 

de zéro, interval le l imité par les deux valeurs a, > o et a u < o de a 

pour lesquelles '-y- s 'annule. 
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Lorsque a a t t e in t et dépasse en croissant la va leur a, (ou, en 

décroissant , la valeur a a ) , ^ s 'annule e t change de signe, et il en 

est de même de la q u a n t i t é 

dz dy dF dy ^ ^ 

da. dot. dy da^01 ~* 

^ est d'ailleurs, d ' après ce t te dernière é q u a t i o n , fonction crois

san te de a pour s e t a assez pe t i t s , de sor te que , a u x d e u x points r , , 

r.j correspondant à a, = ou, a (points de la caus t ique) p r e n n e n t 

respec t ivement naissance deux n o u v e a u x arcs en t i è r emen t si tués 

au-dessous de l 'arc primitif (figure ci-dessous). Sur chacun d 'eux, y , 

d 'abord décroissant en va leu r absolue, con t inue à va r ie r dans u n 
sens cons tan t : il c roî t ra sur l 'un de ces n o u v e a u x arcs au moins 
j u s q u ' à une cer ta ine va leur posi t ive fixe y, et décro î t ra sur l ' au t r e 
au moins ju squ ' à y — — y , . Si x a été pris assez pe t i t en va leu r 
absolue pour que les y de l ' a rê te de r eb roussemen t soient compris 
en t re — y { et - \ - y t , les deux arcs en ques t ion devron t se couper . 
La figure ainsi ob tenue est b ien celle à laquel le est a r r ivé M. Ga lb run 
et conforme à ce que l 'on cons ta te sur le modèle connu de surface à 
pen te cons tan te . 

Pour x < o, les choses son t -p lus simples : dans u n cer ta in in ter 
val le de valeurs du p a r a m è t r e , z est tou jours négatif et y du signe 
de — a., de sorte q u ' o n a une nappe d ' a p p a r e n c e régulière s i tuée 
au-dessous du plan des x y . 

L'a rc primitif, t a n g e n t au p lan des x y , engendre , lorsque x var ie 
en r e s t a n t positif, une p remière face (face supérieure) du t r i èdre , 
caractérisée, c o m m e on le voi t , p a r le fait que le p remie r m e m b r e 
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de ( I I " ) est positif; les deux autres arcs, sur lesquels ~ij est négatif, 

engendrent , pour x > o, deux faces intér ieures se coupant suivant 

une ligne double et cont inuant , de p a r t et d ' au t r e de l 'axe des x , 

la nappe unique qui correspond à x < o. 
Chaque bicaractér is t ique voisine de l 'axe des x a, avec l 'arête 

de rebroussement , un point de contac t don t l 'abscisse x ' , toujours 
positive, est donnée par ( n " ) . La face supérieure du t r ièdre est 
engendrée pa r les arcs de bicaractér is t iques correspondant à x > x ' ; 
les arcs cor respondant à x < x ' engendrent respect ivement les deux 
faces inférieures et, pour x < o, la nappe sans singulari té. 

On voit , en part icul ier , conformément à ce que nous aurons à 
consta ter dans u n ins tan t , qu 'un point te l que to appa r t i en t à une 
ligne double de la surface, ligne qui s 'arrê te en ce point . Il a p p a r t i e n t 
d'ailleurs à la catégorie connue des « points pinces ». 

7. Sur la surface S,, qui est toujours supposée surface d 'espace, 
soit t racée la courbe y a supposée fermée, dé l imi tan t , sur S,, une aire 
déterminée, et prenons pour F 0 l 'une des deux nappes caractéris
tiques qui passent pa r cette courbe. Supposons que chacune des 
bicaractér is t iques tracées sur F B donne un po in t de l 'arête cle rebrous
sement et, pa r conséquent , d 'après ce qui précède, un point de la 
ligne double, de sorte que l 'une et l ' au t re de ces lignes sont fermées. 

Existera-t- i l sur la première d 'en t re elles des points de rebrousse
ment ? 

Au premier abord, il n ' y a aucune raison pour qu'il en soit ainsi. 
P renan t une courbe fermée A arbi t ra i re — donc, en général, dépour
vue de points de rebroussement —, rien n ' empêche de mener , pa r 
chacun de ses poin ts , une surface F<> a y a n t avec elle un con tac t du 
second ordre. L 'enveloppe cle ces surfaces aura i t A. pour arê te de 
rebroussement . 

Il en est a u t r e m e n t lorsque la surface var iable vérifie une équat ion 
aux dérivées partielles de la catégorie considérée dans ce qui précède, 
c'est-à-dire don t le cône caractér is t ique en chaque point est convexe. 
C'est ce que nous allons mont re r m o y e n n a n t une précision appor tée 
sur un po in t à nos hypothèses géométr iques précédentes . Nous 
supposerons que S, fait par t ie d 'une famille à u n pa ramè t r e composée 
de surfaces, qui tou tes sont surfaces d 'espace en chacun de leurs 
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( l ) Dans toutes les applications de Physique mathématique, les surfaces t = const, 

«dés ignant le temps , possèdent la propriété dont i l s'agit. 

poin ts et dont il passe u n e et une seule p a r chaque po in t de la région 
considérée ( '). 

Cette hypothèse pe rme t év idemmen t de d is t inguer , sur c h a q u e 
cône caractér is t ique et sur chaque conoïde ca rac té r i s t ique , une n a p p e 
posi t ive et une n a p p e néga t ive , chacune de ces nappes v a r i a n t 
d 'une manière cont inue avec la posi t ion du s o m m e t , et d 'assigner 
de même , sur chaque b icarac té r i s t ique , u n sens positif. 

Soient alors considérées, en un point que lconque 2 de T„ si tué en t re 
la ligne yu et la ligne double , la b icarac té r i s t ique cor respondan te X 
et la bande inf iniment pe t i t e de surface voisine de cet te b icarac té 
r is t ique. Nous serons condu i t à dist inguer, sur ce t te b a n d e ou 
sur t o u t e au t re surface carac tér is t ique t a n g e n t e , u n côté droi t e t 
u n côté gauche, à savoir ceux que d is t inguera i t u n obse rva teu r 
placé su ivant le sens positif de la b ica rac té r i s t ique et r e g a r d a n t 
l ' in tér ieur de la n a p p e posi t ive . 

E n part iculier , il en résul te u n choix dé t e rminé de sens direct sur 
la ligne ytl. 

Si, au point 2, deux surfaces caractér is t iques se coupent et si, 
sur la t angen te à la ligne d ' in tersect ion, on fait choix d ' un sens, il 
est clair que la demi-droi te ainsi considérée sera de côtés différents 
p a r r appor t a u x deux direct ions b icarac tér i s t iques . 

Or, c'est préc isément ce qui se p rodu i ra en u n po in t 2 pris arbi
t r a i r e m e n t sur la ligne double de no t re surface F ( 1 et pa r lequel 
passent deux bicarac tér is t iques issues r e spec t ivemen t de deux 
points 1 et i ' de y 0 . 

T a n t que les deux poin ts 1 et i ' et, p a r conséquent , aussi les deux 
plans t angen t s au po in t 2 seront dist incts , il exis tera , en v e r t u du 
t héo rème des fonctions implici tes , un a rc de l igne double comprenan t 
ce po in t à son in tér ieur et le long duquel on p o u r r a cheminer daxis 
u n sens dé te rminé que lconque . Il résul te de ce qui précède que , 
dans ce cheminement , les deux points 1 et 1' se déplaceront en sens 
contraires. 

Un te l cheminement ne p o u r r a être a r rê t é que p a r l 'une des deux 
circonstances su ivantes : 
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i ° Ou bien le poin t 2 s'éloignera à l'infini sur la nappe de surface F 0 ; 
2° Ou bien les points i et i ' v i endron t à coïncider. 

Nous avons, pa r hypothèse , exclu le premier de ces deux cas. Dans 
le second, le conoïde caractéris t ique de sommet 2 a, avec la ligne y„, 
qua t re intersect ions confondues, ce qui m o n t r e que 2 est u n point 
de rebroussement de la caust ique. 

c. Q . F . a . 



LA PROPAGATION D E S ONDES 

ET 

L E S C A U S T I Q U E S 

( Commentant Malhematici Helvetic^ vol. ,r>, tg.H:i.) 

Le présent t r ava i l fait sui te à ceux q u e nous avons publiés sur le 
pr incipe de Huygens — ou, plus exac t emen t , sur la « majeure de 
Huygens » — pour les équa t ions à trois var iab les i ndépendan t e s , et 
par t icu l iè rement (') à ceux qui ont été insérés au Journal de Mathé
matiques en 1929 et a u x Acta Mathematica en ig3o ( 2 ) , lesquels seront 
respec t ivement désignés pa r les abrévia t ions J. M . e t A%. 

Le premier de ces d e u x Mémoires é ta i t consacré a u t h é o r è m e 
d ' add i t ion in tégral qui résul te de la ma jeu re de Huygens , dans 
l ' hypothèse où, en t re leurs po in t s ex t rêmes , les ondes considérées 
ne p résen ten t aucune s ingular i té , a u t r e m e n t di t , n ' o n t pas de po in t s 
c o m m u n s avec u n e caus t ique . Nous nous p roposons , dans ce qui 
v a suivre, d ' examiner ce qui se passe lo r squ 'on renonce à ce t te 
hypo thèse . 

P-) Voir aussi Bull. Soe. Math, franc., t. L U , 1924, p. I 4 I • 
(z) Journ. de Math., t. V I I I (volume publié en l'honneur de M M . APPELL et PICAUD, 

1929), p . 197; Acta Math., t. LIV (volume publié en h o m m a g e à FUEDHOLM, ig3o, 

p- a47)-
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L'onde ré t rograde issue d 'un point o et re lat ive à une équa t ion 

linéaire du second ordre hyperbolique 

i , y = i , 2 , ? . fa1,2,11 

ou p lu tô t la n a p p e conique F,, qui la représente dans l 'espace à trois 
dimensions sera donc, comme p récédemment , coupée pa r deux 
surfaces successives S,, S-, (fig. i) a y a n t tou tes deux, en chacun de 
leurs poin ts , une orientat ion d 'espace et qui dél imiteront avec elle 

Fig. i . 

O 

deux régions bornées de l 'espace. Dans la première de ces deux 
régions, on a d m e t t r a encore, comme nous l 'avions fait jusqu ' ic i , 
que t o u t poin t p e u t ê t re joint au poin t o p a r une géodésique bien 
déterminée de l 'é lément linéaire 

H (c /* 4 , dai*, djcfl ; x', x1, x3) = 2 H j / dx' dx' 

qui correspond à l 'équat ion ( ') , de sorte que le dé t e rminan t fonc
tionnel désigné p a r J dans nos Leçons de Yale (-) sera différent de 
zéro dans la région en quest ion, p a r t o u t ailleurs qu ' au sommet du 
conoïde et que la quan t i t é r o , carré de la d is tance géodésique à ce 

Voir nos Lectures on Cauchy's problem, Cambridge New Haven, n o s 55 à 50, 

1932, p. 1 1 7 - n g (traduction française, Paris, Hermann). 

(2) Lectures on Cauchy's problem, Livre II, n° 57 bis, p. 122-123 de l'édition fran

çaise. 
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( 1) Ces doux parties de l 'hypothèse ß sont, dans une certaine mesure (mais dans 

une certain» mesure seulement) , équivalentes l'une à l'autre, en ce sens que le déter

minant fonctionnel analogue à J, formé à l'aide des deux points i et 2, est le même 

à un facteur près différent de zéro, quel que soit celui de ces deux points que l'on 

considère comme point de départ, ainsi qu'il résulte du n° 170 de nos Leçons sur le 

problème de. Cauchy (p. 37/1.-877 de l'édition française). 

( 2) Comme nous l 'avons dit (Journ. de Math., note de la page 220), il s'agit d'une 

onde incidente retrograd.!;. 

H A D A M A R » , ~ .IUUII.IS. ' l 7 

sommet , aura p a r t o u t une va leur dé te rminée . C'est ce que nous 
appellerons l 'hypothèse a . 

Nous cont inuerons également à a d m e t t r e une hypo thèse analogue 
— dite hypo thèse ß —-en ce qui concerne la n a p p e de conoïde ré t ro 
grade issue d 'un po in t quelconque i de S,, dans t o u t e la région 
l imitée p a r cet te n a p p e et la surface S 2 et, de m ê m e ( ' ) , pour la 
n a p p e directe de conoïde a y a n t pour sommet u n p o i n t quelconque 2 
de S 2 dans t ou t e la région délimitée par ce t te n a p p e et la surface S,. 

P a r contre , nous avions éga lement admis , dans nos t r a v a u x 
an tér ieurs , et en par t icul ier , dans J. M . , que les choses se passa ien t 
de m ê m e pour le conoïde r é t rograde de sommet o, jusques et y 
compris sa rencont re avec S 2 . C'est cet te dernière h y p o t h è s e — dite 
hypo thèse y — qui ne sera plus ma in t enue dans le t r ava i l actuel . 
Au niveau de la surface S 2 , le dé t e rminan t fonct ionnel J (toujours 
formé à par t i r du po in t o) sera susceptible de s 'annuler , et la quan
t i t é r o 8 pour ra cesser d 'ê t re une fonction bien dé te rminée et régulière 
des coordonnées du poin t 2. Si ces circonstances se produisent à 
l 'inférieur du conoïde r o , elles ne donnen t lieu, comme nous le 
verrons (cf. 12), à aucune difficulté; nous aurons , au contra i re , à 
les é tudier spécialement lorsqu'el les in téressent la n a p p e conoïdale 
el le-même, représen ta t ive cle l 'onde ré t rograde issue de o, c 'est-à-dire 
lorsque celle-ci ou, plus généra lement , une onde inc idente ( 2) quel
conque (voir plus loin, n° 7) présente une caus t ique qu i rencon t re la 
surface S 2 . Nous devrons , à cet effet;, utiliser l ' é tude géométr ique 
qui a été faite de ce n o u v e a u cas clans le Mémoire A 8 > Mémoire dont , 
en conséquence, les résul ta ts serviront de base à ce qui va suivre. 

Nous avons même à complé te r sur quelques po in t s ces remarques 
géométr iques . Les n o t a t i o n s de A . , et de J. M . n ' é t a n t pas les mêmes, 
je préfère, pour plus cle clar té , commencer pa r donner , en me p laçan t 
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I. 

1. Prenons donc t o u t d 'abord, comme clans A . , , pour axe des x 
une bicaractér is t ique située sur l 'onde inc idente P 0 ; pour p lan des .r, y , 
une caractér is t ique régulière a d m e t t a n t ce t te b icaractér is t ique , — 
de sorte qu 'on peu t écrire une intégrale complète régulière 

telle que le second membre s 'annule iden t iquement en x , y pour 
a = ß = o —, l 'onde incidente P n é t an t la dé te rmina t ion de l ' inté
grale générale que l'on obtient en p r enan t a var iable et ß iden t ique
ment nul et, p a r conséquent, en él iminant a entre les équa
tions z = F ( x , y , a, o) et 

( i l (•''».»'. a, o ) = 0. 

De plus, la bicaractér is t ique définie pa r les deux équa t ions 
précédentes pour a = o, est supposée être l 'axe des x . 

Une aut re caractér is t ique se raccordan t avec les premières t o u t 
le long de cet axe s 'obt iendra comme enveloppe de la surface 

: = <J> ( ./•, y, a) = F I ./•, y, a , a ) | 

obtenue en remplaçan t , dans l ' intégrale complète , ß pa r la fonction 
(nulle à l 'origine ainsi que sa dérivée) 

U ) (5 = # ( « ' ) . 

Ent re deux surfaces de cette espèce, cor respondant à deux choix 
différents de la fonction (2), le contac t est du même ordre t o u t le 
long de la b icaractér is t ique et du même ordre que celui, du con tac t 
entre les deux courbes (2). On peu t même préciser d 'une manière 

assez remarquable la manière dont la courbure dépend de x 

ou, p lutôt , dépend s imul tanément de x et du choix de la fonction g . 
Celle-ci in te rv iendra par sa dérivée seconde initiale g " ( a ) = [J. et 

dans la première d ' en t re elles, les indicat ions complémenta i res pour 

lesquelles elle convient par t icul ièrement . 
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(1) GOURSAT, Ann. Fac. Se. Toulouse, a« série, t. V I I I , 1 9 0 6 , p. 4 a 7 et suiv. 

particulièrement n° 6, p . 438-43g. Voir notre Cours d'Analyse, t. II, n ° 355, i g 3 o , 

p. 456 (Paris, Hermann), 

l 'on aura 

les quan t i t é s À, B d é p e n d a n t de x , mais n o n du choix de la fonction g. 

E n effet, la combinaison des deux formules (7) et (g) du Mémoire Â M 

donne , p o u r la va leu r 

f fM> 

1 0 j dy'- ~ dy'- " fà'-H> 
da? 

Ici, le premier t e rme est nu l , pu isque , dans n o t r e sys tème de 

coordonnées actuel , % = (I> est représentée p a r un p lan . D ' a u t r e pa r t , 

toujours en raison de g'(o) = o, la va leur de ^ se rédui t à •fa^,> 

celle d e ^ , a ^ + ^ g , d o n 

/ â'F 
d?s _ \cter;y 

ce qu i donne bien, p o u r la courbure en ques t ion , u n e expression de 

la forme (3). 

Au reste , le même fait ressort de la théor ie générale des caracté

r ist iques. Celle-ci nous a p p r e n d (') que pour une équa t ion a u x dérivées 

partielles du premier ordre 

A(.v, r, z,p, (])— o 

qu' i l convient à cet effet de remplacer p a r l ' équa t ion 

d\ d\ d\. d\ 
/ - K ? T 1- - j 1 " / ' - r - = O 

dp dt/ dx 1 dz 

que l 'on en dédui t p a r u n e differentiation^, la va r i a t i on de r le long 

d 'une b icarac tér i s t ique obéi t à une équa t ion de Ricca t i . E n l 'espèce, 

ce t te équat ion a d m e t t r a i t une solut ion nul le , c 'es t -à-dire se rédu i ra i t 
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à une équa t ion de Bernoulli, dont l ' intégrale générale est bien de la 

forme (3). 

Pour a différent de zéro et voisin de zéro, la va leur de 

dépendra encore homograph iquement de [J. : elle sera donnée pa r la 

formule (3'). 

2. Comparons en particulier, à ce po in t de vue , l 'onde inc idente P„ 

avec le conoïde direct a y a n t p o u r sommet u n po in t i pris sur la 

c*ourbe de section (') T de cet te onde pa r la surface S 2 . Pour ce 

conoïde, la fonction g est donnée pa r l ' équa t ion 

3 ï = F ( a ? . J , , v s , a., P) = F ( x . , , , r , , et, g), 

x-,, y . , , z 2 é t an t les coordonnées de ce point i. L 'équa t ion (i) é tan t 

encore vérifiée en ce point , tandis que est différent de zéro ( , J), 

ceci donne encore g' — o; puis g" est donné pa r 

ô%F(.».,, r.,, a, o ) <)]• 

àcc> aß» _ 

Si le point 2 appar t i en t à une caus t ique de l 'onde P„, ce que nous 

supposerons avoir lieu pour a'= o, il satisfait à la relat ion 

ce qui donne, pour g " , la valeur zéro. A pa r t i r de cette posi t ion, 

déplaçons le po in t 2 sur la courbe de section T, supposée non t a n g e n t e 

à la b icaractér is t ique, a p renan t alors une va leur différente de zéro 

que nous considérerons comme infiniment pe t i t pr incipal . On voi t 

que la nouvelle va leur de g" sera un inf iniment pe t i t du même ordre 

que celle de Or, si dans le p lan des x , y , nous considérons la 

famille de courbes 

( 4 ) ' / ( • * • , . > ' . . « ) = 0 

P) Nous réserverons cette dénomination à la courbe dont il s'agit, par opposition 

aux autres traces (trace de Lu sur traces de conoïdes ayant leurs sommets sur Sj 

ou sur S 2) dont elle est l'analogue d'après sa définition en raison du rôle spécial 

qu'elle jouera dans ce qui va suivre : en particulier elle seule aura des singularités, 

(a) Ai: note de la page a5o. 
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f 1) At, p. 253. 
( 2) Page 2,53, La romarcpie la i te en cet enclroil, concerne le point 1, mais s'applicpie 

sans modification au point 2. 

( e n l 'espèce, / représente la dérivée d o n n a n t l 'axe des a; pou r a = o 

de sorte que l 'on aura , p o u r a voisin de zéro, 

Cl') f = yf,++ 
le coefficient /, de a é t a n t nul a u point de con tac t avec l 'enveloppe de 
la famille (4) (point que nous pou r rons p a r exemple p r e n d r e comme 
origine) et si, d ' au t r e p a r t , les deux au t res coefficients /„, / 2 sont 
différents de zéro au m ê m e poin t , la forme de l ' équa t ion f — ' O 
mont re que, sur un chemin issu de l 'origine et non t a n g e n t à l 'axe 
des x (de sorte que x est u n inf in iment pe t i t de l 'o rdre de y au moins), 
y est un infiniment pe t i t d ' o rd re 2 exac t emen t en a et 

un infiniment pe t i t d u p remier ordre. A p p l i q u a n t ceci à la project ion 

de no t re figure de l 'espace sur no t r e p l an des x , y , nous voyons 

que -j^ et, par conséquent , g"(a) seront des inf in iment pet i t s du 

premier ordre exac tement . Il en sera de m ê m e dès lors, d 'après 

l 'expression (3) dans laquelle le n u m é r a t e u r ( ^ ^ J est différent 

de zéro ( 1 ) , pour la différence qui existe, sur la surface S,, ent re les 
courbures des t races de l'oncle et du conoïde direct a y a n t pou r 
sommet le point 2 var iab le sur la courbe de section T . 

Q u a n t aux deux hypo thèses /„ = 0, / s = o, la p remière est exclue 
d 'une manière analogue à ce qui a été dit (") d a n s A-A) comme impli
q u a n t , au point 2, u n e s ingular i té de la b i ca rac té r i s t ique ; la seconde, 

soit -j^- — o, signifierait (cf. A..,, n o s 3, 6) que la surface S a passe p a r 

un po in t de rebroussement de la caus t ique . 

3. Nous ferons m a i n t e n a n t po r t e r no t re compara i son sur le 
conoïde direct a y a n t p o u r sommet le point 2 de l 'axe des x — appar -
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i1) Le sens positif sur l'axe des x est supposé comme dans Alt le sens rétrograde, 
celui qui va de S x à S 2 . 

( 2) Par un élément de contact sur S x, passent deux bicaractéristiques, mais on a vu 

dans Journ. Math., 10, comment il y a lieu de choisir entre elles, et ce choix est 

manifestement le même pour les deux conoïdes, puisqu'il s'agit de directions toutes 

deux très voisines de la bicaractéristique primitive. 

t enan t ou non à la caust ique — et sur le conoïde ré t rograde a y a n t 
pour sommet le point i d'abscisse u n peu inférieure (') à celle de 
la surface écran S,. Si, t ou t d 'abord , le point 2 est lui-même très 
voisin de S,, mais du côté positif, les t races de ces deux conoïdes 
sur S, seront deux peti tes ovales extérieures l 'une à l ' au t re . Lorsque 
nous déplacerons ensuite continuellement le point 2 le long de l 'axe 
des x , dans le sens positif, jusqu 'à l ' amener sur S,, il n ' a r r ive ra 
pas que la valeur correspondante de g" (o) devienne égale à celle 
qui convient au conoïde de sommet 1 : car, comme on le vo i t en 
ra isonnant sur ce dernier conoïde comme nous l 'avons fait sur F,,, 
cela signifierait qu' i l admet t ra i t une caust ique passan t par le po in t 2, 
cont ra i rement à l 'hypothèse ß. Il n ' a r r ivera pas non plus que les 
traces des deux conoïdes soient t angen tes en un second poin t , car 
ils auraient alors une seconde bicaractér is t ique commune ( a ) jo ignan t 
le point 1 au point 2, ce qui serait encore contra i re à l ' hypo thèse ß. 
Ces deux t races res teront donc, j u s q u ' a u b o u t , t angen te s extérieu
rement l 'une à l ' au t re . 

Dans ces condit ions portons, dans S,, sur une ligne p a r t a n t de 
l'origine et non t angen te au plan des x , y — pa r exemple sur l ' axe 
des z, si S, a pour équat ion x = 0—, et cela dans le sens positif, 
qui sera supposé dirigé vers l ' intér ieur cle la pe t i t e aire découpée 
pa r le conoïde de sommet 1, une pe t i t e longueur qui sera considérée 
comme l ' infiniment pet i t principal. D 'après l 'hypothèse ß, l ' ex t ré
mité 1 de cette longueur pourra ê t re jo in te au point 2 p a r une 
géodésique faisant avec le conoïde, au sommet 2 de ce conoïde, u n 
angle du même ordre que la distance du poin t T à la t race d u conoïde 
en question, c 'est-à-dire du premier ordre. Une telle géodésique 
sera d'ailleurs extér ieure au conoïde (géodésique ci'espace) et donnera , 
par conséquent , pour la quan t i t é II , une va leur négat ive et infini
ment pe t i t e du premier ordre seulement . Comme la va leur de H 
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( 1) L'oncle F u , dont l 'équation, clans la notation de A2, était de la forme z — y*<\>(!e,y) 

aura pour équation, dans le système de coordonnées qui sera considéré au n° 11, y = 0; 

sur cette surface, notre bicaractéristique initiale (axe des x du Mémoire Az) sera définie 

par l 'équation complémentaire x = o. Enfui, l'écran Sx (x = xx dans la notation 

de A2) pourra être pris, dans ce qui va suivre, comme plan des x, y, en définissant, 

par exemple, z comme une distance transversale à Si, mesurée avec la forme métrique II. 

est cons tante le long de ce t te géodésique, celle-ci sera éga lement , 
au point i , extér ieure au conoïde cor respondan t e t fera, avec la 
direction de t ou t e géodésique IS issue de I et in té r ieure à ce conoïde, 
un angle qui ne pour ra ê t re inf iniment pe t i t d 'o rd re supér ieur au 
premier. Donc encore, le po in t 2, t race de la géodésique X" sur S.,, 
sera à u e distance d u po in t 2 qui — toujours d ' après l 'hypothèse ß — 
ne pour ra être inf iniment pe t i t e d 'ordre supér ieur au premier . 

Au point 2, sur la surface S a , que nous p o u v o n s supposer être aussi 
un p lan x = const. , le sens positif sur l ' axe des z sera encore dirigé 
vers l ' intérieur du conoïde de sommet 1. Il sera éga lement dirigé 
vers l ' intérieur du conoïde de s o m m e t 7, inf in iment voisin du premier . 
Ces deux conoïdes ne sau ra ien t se couper au vois inage du point 2 
considéré : car leur in te rsec t ion serait le s o m m e t d ' u n conoïde direct 
inf iniment voisin de F» et don t la t r ace sur S, passera i t pa r les points 1 
et ï , alors que t o u t e corde d 'une telle t r ace , inf in iment pe t i te et 
inf iniment voisine du po in t 1, ne p e u t avoi r q u ' u n e direct ion infini
men t voisine de celle de l 'axe des y . Dès lors la ligne y T , t r ace sur S a 

du conoïde de sommet 7 , sera du côté des z positifs pa r r appor t à 
la trace y< du conoïde cle sommet 1, c 'es t -à-dire sera t o u t ent ière 
in tér ieure à ce conoïde; et il en sera cle même du po in t 2. 

La géodésique 1, 2 sera donc une géodésique de t e m p s : elle 
correspondra à une valeur de H posi t ive et inf in iment pe t i te du 
premier ordre seulement . Donc la t race sur S, du conoïde de sommet 2 
passera dans la région z > o, à une dis tance inf in iment pe t i te du 
premier ordre (et non d 'o rdre supérieur) du po in t 1. 

On voi t que ces considérat ions , qui p e u v e n t pa ra î t r e évidentes 
par elles-mêmes dépenden t de la seule h y p o t h è s e ß et ne sont pas 
influencées par les s ingular i tés possibles de F,,. 

Ces points notés , nous r ep rendrons , en les simplifiant un peu ( '), 
les no ta t ions de J. M . 
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étendue successivement à la port ion ( a) de S, comprise dans le 
conoïde F„ et à la por t ion analogue d 'une surface S, menée à une 

( x) Nous nous dispenserons, pour simplifier, d'affecter de l'indice i la lettre v, 

pour désigner la transversale à Sj, la notation v 2 étant toujours employé» pour 

désigner la transversale à S 2 . 

( 2) Comme dans nos travaux précédents, ce sera cette région qui sera plus spécia

lement désignée par la notation Su la môme convention étant faite en ce qui regarde S 2 . 

IT. 

4, Conformément à ce qui a été fait dans J. M . et dans nos au t res 

t r a v a u x précédents sur le principe de l luygens , nous cont inuerons 

à prendre comme point de départ la formule (') 

( F ) 9.7t«,,= J jf r,,., «', t/S, - ~ f f1-'»1"! dS> + J j f L i ' '» ' ' / S | 

= ( « ) ( & ) + (<••) 

qui résout le problème de Cauchy, en expr iman t la va leur de l ' inconnue u 
au point o en fonction des valeurs u , de cet te inconnue et 
des valeurs u, de sa dérivée t ransversale en tous les points de la surface 
S,, la port ion utile (-) de cette surface, celle à laquelle est é tendue l ' inté
gration, é tan t celle qui est comprise à l ' in tér ieur du conoïde carac
térist ique r„ de sommet o. Comme dans le Mémoire J. M . , les trois 
termes de ce t te formule seront respec t ivement désignés par («), ( b ) , (c), 
ce dernier t e r m e é t an t toujours d 'une é tude plus simple que les 
premiers, de sorte que les résultats qui le concernent p e u v e n t être 
écrits sans qu' i l y ait lieu d' insister sur leur démons t ra t ion . La 
quant i té 

est la solution élémentaire , solution de l 'équat ion (E) pa r r a p p o r t 
aux coordonnées du point o et de son adjointe (e) pa r r appor t 
aux coordonnées du po in t i . Dans le t e r m e ( b ) , on doit différentiel' 
par r appor t à v l ' intégrale double 

(5 ) f | | i v « , f / S . 
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distance t ransversa le cons t an t e très pe t i t e v de S,, les valeurs de u 
é tan t prises les mêmes en deux poin ts co r re spondan t s i ci, i ' de S, 
et de S',, c 'est-à-dire en deux po in t s qui sont pro jec t ion t ransversa le 
l 'un de l ' au t re . La m ê m e convent ion s ' appl ique à l 'é lément de 
surface d S , ; au cont ra i re , la q u a n t i t é v doi t ê t re calculée pour les 
points o et i clans un cas, pou r les po in ts o et i ' clans l ' au t re . Le 
t e r m e (a) peut d 'ai l leurs, comme nous l ' avons fait dans J. M . , se 
me t t r e également sous la forme d 'une dérivée p a r r a p p o r t à v, celle 
de l ' intégrale 

(5!>fs) Jj iv, «.,"/S., 

avec la convent ion, cont ra i re à la p récédente , que la va leur de u 
est prise différente au po in t i et au point i ' , t a n d i s que la va leur 
de ç est la même en ces deux poin ts (ainsi que l ' é lément de surface). 

5. Il n 'est pas sans in t é rê t pou r nous de préciser u n e manière 
dont peu t s'effectuer, dans le t e r m e ( b ) , la differentiat ion de l ' inté
grale (5) sans que la s ingular i té de la solut ion é lémenta i re le long 
du conoïde carac tér is t ique donne lieu, à aucune difficulté. C'est à 
quoi nous arr iverons a i sément en cons idérant u n po in t a rb i t ra i re 
de S, comme défini pa r la géodésique L qui le jo in t a u po in t o. En 
ve r tu de l 'hypothèse a faite sur la s i tua t ion re la t ive de ce point et 
de la surface S,, les deux p a r a m è t r e s £, YJ qu i définissent la direction 
d 'une géodésique au dépa r t de o pou r ron t ê t re considérés comme 
coordonnées curvilignes sur S,, l 'é lément de ce t te dernière surface 
é t an t de la forme 

( 6 ) K il\ (ht 

avec K 5*= o. Il est clair que , dans u n pareil sys tème de coordonnées, 
la t r ace du conoïde carac té r i s t ique de s o m m e t 0 aura la même 
équat ion, quelle que soit la surface de section S, . 

6. Plus précisément encore, nous pouvons écrire 

H = w j j — w ' f — « j j , 
les polynômes 

1 I A D A M A I O ) . — J U l l I M i . / | S 



378 JACQUES HADAMARD. 

é tan t du premier degré eu d x \ d x ' \ d x ' \ avec des coefficients fonctions 
régulières des a:, au moins dans une pe t i te région au tour de la posi
t ion considérée du sommet du conoïde o. Si alors nous posons 

o>:l (.•/;; ./-•) o> ;,(. 

où les .i' sont des valeurs de au sommet , nous pour rons , a 

chaque sys tème de valeurs de £, Y], faire correspondre des valeurs 

déterminées (et non plus seulement des r a p p o r t s mutuels) des x — 
par exemple, en p renan t 

<l.r' 
, X ' ' = • 

\/2 (//•/•'')-
ces valeurs des à é t an t fonctions régulières de E, *rj et des x . Dans 
ces condit ions, la quan t i t é l\, sera le produi t d 'un facteur différent 
de 0 t a n t sur S, que sur S', par la q u a n t i t é 1 — £ 2 — Y]2, tou jours la 
même quelles que soient non seulement la surface de sect ion S,, 
mais même la position du sommet o. Ce facteur é tant le seul qui 
donne lieu à singularité dans la q u a n t i t é 

une differentiation quelconque effectuée sur p,,, n 'élèvera pas l 'ordre 
de la singulari té puisqu'el le n'affectera que le numéra t eu r régulier V,,,. 
Il ne se présentera donc aucune difficulté dans la differentiation de 
l ' intégrale (5) pa r r appor t à v et même, un nombre de fois que lconque , 
pa r r appor t aux coordonnées du sommet du conoïde (telle qu 'on 
aura à l 'appl iquer à la quan t i t é u , définie par la formule ( ï ï i ) , pour 
la subst i tuer dans (F) (cf. n° 8). 

7. Nous avons, jusqu ' ic i , considéré un iquement une oncle ré t ro
grade é m a n a n t d ' un poin t fixe de l 'espace- temps. Mais des circons
tances plus générales peuvent se présenter , pa r exemple dans le 
cas d 'une réflexion. Ana ly t iquement , ce phénomène se t r a d u i t 
pa r la résolution d ' un « problème mix te » et in t rodui t ( ') , out re la 

(*) Voir Le problème de Cauchy, Appendice I I , p. aa3 (Paris, Hermann). 
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fonction v , une a u t r e fonct ion (v), singulière sur l 'onde réfléchie, 
c 'est-à-dire sur une carac té r i s t ique qui n ' a p lus de po in t conique, 
laquelle caractér is t ique découpera , sur une surface telle que S l 5 

une certaine région in té r ieure . Il y aura encore lieu de différentiel' 
pa r r appor t à v (c 'est-à-dire p a r r a p p o r t à la subs t i t u t i on de S', à S,) 
une intégrale double é t endue à une région de ce t t e espèce : la mé thode 
précédente p e r m e t t r a d ' év i te r tou te difficulté dans ce t te differen
t ia t ion si l'on a, dans la po r t i on d 'espace in té r ieure à la caractér is
t i que don t il s 'agit et au moins au voisinage cle S u défini des coor
données curvilignes £, Y], s sat isfaisant a u x condi t ions su ivantes : 

£ = const., y) = const . , ces deux cons tan tes sat isfaisant à une 
relat ion 

( 7 ) >F(XY]) = O, 

représentera une b ica rac té r i s t ique située sur r„ ; 
P o u r " lF(^, 7 j ) > o, ces mêmes équat ions i; = const . , YJ = const,., 

définiront une géodésique |T or ientée dans le t e m p s ou même de 
longueur nulle, ligne qui, ne p o u v a n t ê t re nulle p a r t t a n g e n t e à la 
surface d 'espace S,, sera supposée la couper à l ' in tér ieur de l 'aire 
délimitée par r o . 

Dans tou te région où l 'onde incidente (onde issue d ' un point 
d 'univers unique o ou onde p r o v e n a n t de réflexions ou de réfrac
t ions antérieures) sera dépourvue de caus t ique , une pareille 
congruence jBT et de pareilles coordonnées p o u r r o n t ê t re définies. 

Remarque. — Lorsqu 'on opérera comme il v i en t d 'ê t re d i t dans ce 
numéro ou dans l 'un des deux précédents , on devra , dans la d i f f e 

ren t ia t ion de u , , ainsi que clans celle du facteur K qui figure dans 
l 'expression (6) de d S , , t e n i r c o m p t e de ce que le calcul de ces deux 
quan t i t é s in t rodui t la project ion t ransversa le , sur S,, d ' u n point 
a rb i t ra i re i ' de S ' r Soient x ' , x ' 1 , x ' les coordonnées de ce t te projec-

t i o n ; leurs dérivées lorsque le poin t i ' ainsi p ro je té var ie ra en 

fonction de v sans c h a n g e m e n t de YJ (de sor te que i ' sera l ' inter
section de S', avec la géodésique ou la ligne § qui v i ennen t d 'ê t re 
considérées). On devra avoir 
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à/;'' dx1 _ ôx' 

ov dv P (h 

les dérivées x' é t an t , cette fois, prises au point i ' et p dés ignant la 

dérivée ^ : cet te dernière quan t i t é p se déterminera en p o r t a n t 

les valeurs précédentes dans ( 8 ) , son coefficient clans l ' équa t ion ainsi 
obtenue é tan t différent de zéro puisque la ligne \ = const., Y] = const, 
n 'es t pas t angen te à S,. Les dérivées finies et régulières ainsi ob tenues 
pour les coordonnées spatiales de la project ion p e r m e t t r o n t de calculer 
les dérivées des coordonnées curvilignes correspondantes sur S,, 
dérivées que l'on pour ra , à leur tour , différentiel' p a r r appor t à Y), 
de manière à en déduire la dérivée, p a r r a p p o r t à v, du d é t e r m i n a n t 
fonctionnel et du facteur K qui pe rme t d 'expr imer , à l 'aide de d \ dr\, 
la projection t ransversa le de l 'é lément superficiel d&\ décri t p a r le 
point i ' . Ce sont ces dérivées, t ou te s régulières, qui servi ront à 
différentiel' l ' intégrale (5) clans les condit ions indiquées. 

8. Nous aurons , comme dans J. M . , à combiner la formule (F) 
avec la formule analogue 

(F.,) 2Ttu.,= f j* e i a«' â<fô a— -jL j*y ri.,.u.,dS.,-\-j* J'uv^jL.dS.,, 

dans laquelle le po in t o est remplacé par un point i de S, (ou pa r 
un point i ' de S',), S, é t an t remplacé pa r S a ou S s ; et, comme dans 
ce Mémoire, ceci conduira à in t roduire , outre les traces de l 'onde 
incidente T,, sur S r o u sur S', : 

La n a p p e ré t rograde F, de conoïde ayan t pour sommet u n poin t r 
ou i ' , et sa t r a c e y, sur S 2 ou S', ; 

La n a p p e directe F,2 de conoïde a y a n t pour sommet u n point 2 
ou 2' de S a ou de S!,, et sa t race y a sur S, ou S',. 

Dans les hypothèses où nous nous plaçons, les nappes conoïdales 
de ces deux catégories, limitées à S, ou S' s, l ' au t re à S, ou S'i, ne 
présenteront pas de caust iques. 

les 7t; é tan t les pa ramèt re s directeurs du plan t angen t à S, ; et , d ' au t r e 
par t , d 'après la relat ion qui existe entre les points i et i ' , 
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( ]) Ceci reste valable même lorsqu'on abandonne l 'hypothèse y (quoique, dans 

certains cas de figure, tels que ceux qui sont représentés sous les n 0 H IV-VI sur la 

figure 'A, les deux aires découpées clans S x par F 0 et par T2 pénètrent l'une dans l'autre 

au voisinage du point do contact) , en. ce sens que, sur une ligne menée par ce point 

et non tangente aux traces, les deux segments respect ivement intérieurs aux aires 

en question n'ont d'autre point commun que leur extrémité. 

Au. contraire, si le point a était sur la pseudo-onde, les deux segments dont il 

s'agit seraient de même sens e t se recouvriraient. 

(?) Si S 8 passait par un point de rebroussement de la caustique (cf. / i 2 , 3), les doux 

traces correspondantes auraient un contact du troisième ordre. Cette disposition 

étant exceptionnelle, nous ne jugeons pas utile d'en entreprendre l 'étude. 

La condit ion que la t r ace de la seconde d ' en t r e elles sur S , ait 
des points intérieurs c o m m u n s avec celle de F,, définit la région de S a 

ou de S' a intérieure à l 'onde. Lorsque le po in t 2 sera sur l 'onde elle-
même, les deux t races seront t angen te s ex t é r i eu remen t ('). Elles 
seront t angen tes i n t é r i eu remen t lorsque le po in t 2 a p p a r t i e n d r a à 
ce que nous avons appelé dans no t re t r ava i l p récédent , 1' « onde 
in terne » et que nous préférerons, dans celui-ci, désigner pa r le 
t e r m e plus top ique de « pseudo-onde ». Comme il a é té expl iqué 
antérieurement. , en effet, cet te pseudo-onde ne doit in terveni r 
qu 'en apparence , et ne donner lieu, tous calculs faits, à aucun 
phénomène part icul ier . 

9. Les circonstances que nous venons de men t ionne r sont celles 
qui se présenta ient dans nos Mémoires an té r i eurs . Mais dans nos 
hypothèses actuelles, des circonstances nouvel les v o n t appa ra î t r e , 
conformément aux résu l ta t s ob tenus dans A . 2 . Lorsque le poin t 2 
appa r t i end ra à une caus t ique de l 'onde, les d e u x t r aces au ron t en t re 
elles un contac t du second ordre ( 2 ) . 

Il résul te également de A . a que la surface S a (du moins lorsqu'el le 
commence à s 'écar ter de S i , voir plus loin n° 10) ne p e u t pas rencon
t re r la caust ique sans rencon t re r également u n e ligne double de 
la caractér is t ique F „ . Il y a lieu de reprendre ici la discussion des 
relat ions de contact en t re les deux t races en faisant var ier le point 2 
non plus le long d 'une b icarac tér is t ique , mais le long de la section t 
de l 'onde par la surface S a , laquelle compor te (au moins) un po in t 
double et deux points de rebroussement . Cette section é t a n t repré-
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é tan t figurée (') p a r l 'axe des x . Sur u n premier arc décri t pa r le 
point 2, ce po in t é t an t , par exemple, en I (fig. 3), les deux t races 
t angen tes sont dans la posit ion relat ive normale , c 'est-à-dire celle 

F i g . 3 . 

qu 'on rencon t re ra i t seule s'il n ' y ava i t pas de caust ique ( a ) . La 
première par t i cu la r i t é qui se présente est nécessairement , comme 

(*) Les figures successives I à IX doivent être en réalité envisagées connue déca

lées les unes par rapport aux autres, le point m se déplaçant continûment (de gaucho 

à droite dans la disposition adoptée dans lios dessins). 

( 2) Il se peut (cf. 10) cpie de te ls points I n'existent pas, aucune position du point a 

sur la courbe de la section T ne donnant lieu à des traces complètement extérieures 

l'une à l'autre. Mais cette circonstance ne peut pas se présenter lorsque S a s'écartant 

progressivement de S x commence à rencontrer la caustique, 

sentée figure 2, nous avons représenté schémat iquemen t , figure 3 , 

les formes successives de la courbe y 2 , t r ace de F..,, la t r a c e de F„ 
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première par le fait que le t r iangle compris en t r e le poin t double et 
les deux points de rebroussement est extérieur. Mais la discussion 
p récéden te pe rme t de décider d 'une façon cer ta ine en t re ces deux 

nous l 'avons cons ta té dans A.,, la présence d 'un second point de 
contac t (cas I I , fig. 3) : ceci correspond au p remie r passage du 
po in t mobile 2 par le po in t double II de la sect ion. Pu is (position I I I 
du point mobile), la t r a c e y - J t toujours t a n g e n t e ex té r ieurement en 
un premier point de con tac t m , pénèt re pa r ail leurs dans la région 
in tér ieure y > o. On ar r ive ainsi à un po in t de rebroussement IV 
de la section, l 'osculat ion des deux t races é t a n t a t t e in t e pa r le fait 
que le premier po in t d ' in tersec t ion m , de ces d e u x lignes dans le 

d-y 

cas I I I vient coïncider avec m, p e n d a n t que la dér ivée seconde 
en m, p r imi t ivemen t néga t ive , augmen te j u s q u ' à la va leur zé ro . 
Cette dérivée seconde d e v e n a n t ensuite posi t ive , la disposi t ion devient 
celle du cas V, c 'est-à-dire que la seconde t r a c e y a a d e u x régions 
différentes communes avec la première . Les déformat ions se succèdent 
ensui te clans l 'ordre inverse. Le point d ' in te rsec t ion le p lus à droi te 
des deux t races v e n a n t à son t o u r coïncider avec m, on a une nouvel le 
osculat ion, cor respondant au second point de rebroussement V I ; 
puis , à nouveau , pou r t o u t e posit ion telle que V I I , u n e seule aire 
in té r ieure commune aux deux t r aces ; puis , n o u v e a u passage V I I I 
pa r le point double (de sorte que la figure V I I I n 'es t au t r e que la 
figure I I , à la dénomina t ion près du po in t m ) après quoi on re t rouve , 
en I X , la position no rma le . 

Il est à r emarque r que la courbe de section que nous avons t racée 
figure 2 (dl 0 , région extér ieure) aura i t pu aussi, semble-t-il , ê t re 
conçue avec la disposi t ion représentée figure 2 b i s , différant de la 

Kij;. 2 bis. 
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(*) Sous le point cle vue auquel nous nous plaçons, comme dans tout ce qui précède, 

i l s'agit d'une propagation rétrograde, c'est-à-dire vers le passé. 

hypothèses et d 'él iminer la seconde d ' en t r e elles. Dans ce t te dernière, 
en effet, il y aura i t , au voisinage des poin ts de rebroussement , des 
points en t iè rement extérieurs à l 'onde : pour de telles posi t ions du 
point 2, les deux t races seraient en t iè rement extérieures l 'une à 
l 'autre . Or, c'est ce qui ne peut se produi re au voisinage des points IV 
ou VI, en v e r t u de la forme des figures IV et VI qui correspondent à 
ces points . Au contrai re , les figures en quest ion m o n t r e n t qu'i l 
existera, sur S 3 ) des points — en l'espèce ceux qui sont compris 
dans le t r iangle tR a (fig. 2) délimité ainsi ent re trois arcs de la courbe ~— 
« doublement intér ieurs » à l 'onde, c 'est-à-dire tels que la t race du 
conoïde direct ayan t pour sommet l 'un d 'eux ait deux régions 
différentes intér ieures à y 0 . 

10. Tous ces détails peuvent être aisément vérifiés sur l'exemple des oncles 

cylindriques ordinaires, c'est-à-dire sur les m o d è l e s en fils de surfaces à pente 

constante ou, ce qui revient au même, sur les figures de courbes parallèles à une 

courbe fixe. Nous figurons un peu plus loin (fig. 5) la disposition correspondant à 

une onde dont le front, à l'instant I P) coïncide avec une ellipse de demi-axes «, h 

et qui •—• comme il est nécessaire pour trouver une caustique —• se propage, lorsqu'on 

fait décroître le t emps t, vers l'intérieur de la courbe, de sorte que la région du plan S x 

qualifiée d'intérieure à l'onde sera la région extérieure à l'ellipse. 

S 2 sera également un plan t = const., cle sorte que la section de l'oncle par S 2 

s'obtiendra en portant, à partir du pied de chaque normale à l'ellipse, une longueur 

constante L dans le sens intérieur. Conformément à ce qui a été dit au n° 7 nous 

serons conduit à faire passer non seulement par les points situés sur l'ellipse, mais 

par les points extérieurs, c'est-à-dire intérieurs à notre onde, des géodésiques — 

c'est-à-dire des droites — S projetées, par exemple, sur les plans l = const, suivant 

les normales à l'ellipse. Si, connue il a été admis au n° 7,nous supposons encore ces 

géodésiques de longueur nulle, c'est-à-dire de même pente que celles qui sont issues 

des points de la courbe, nous voyons que la correspondance entre les régions intérieures 

à l'onde situées sur Sj et sur S 2 se fera, en projection sur l = const., par segments 

de longueur constante L portés sur les normales à l'ellipse. Cette correspondance 

sera univoque à partir de S x (la normale qui sert à la réaliser étant, de convention 

expresse, la plus courte, celle qui ne passe pas à l'intérieur, de l'ellipse entre, son 

point de départ et son pied); mais elle ne le sera pas à partir cle S 2 , dès que L dépassera 

le rayon de courbure minimum cle l'ellipse Trayon cle courbure au sommet du grand 

axe, sort — l : a partir de ce moment, 1 aire triangulaire dl2 prendra naissance e t 



HYDRODYNAMIQUE. 385 

toujours pour L < — j à d'autres 

points de la figure. En fait , la l'orme de fa « surface de Riemann » qui correspond à Sj 

de par la transformation considérée est facile à indiquer immédiatement , car elle 

n'est autre que celle de la surface d'onde T 0 el le-même (convenablement arrêtée à 

la courbe de section r, puisque Sx est arrêtée à l 'el l ipse). Cette surface affecte donc 

au voisinage clu point de rebroussement de la caustique, la forme décrite dans A 2 

(n° G) : el le recouvre trois fois le triangle 'S compris entre les deux branches de la 

développée et l'arc IWVI de la courbe de section, deux fois la région <Jlt. Mais nous 

n'avons à tenir compte, en ce moment , que du cas où deux images , sur S l t d'un même 

point de S 2 sont près de se confondre, et ce cas est celui que nous considérons dans 

le t ex te . 

( 2) Pour L — b, la courbe de section T présente un auto-contact , au centre de 

l'ellipse. 
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tout point situé à l'intérieur de cet te aire (*) aura, dans Sj, deux homologues differ 
rents. La trace y 2 correspondant à un tel point, c'est-à-dire le cercle de rayon L 

ayant ce point pour centre, coupera la conique on quatre points cle manière à déter

miner, extérieurement à elle, deux aires distinctes. 

Ajoutons que les choses se passent d'une manière un peu différente, si l'on fait 

encore croître la constante L. Pour des valeurs suffisamment grandes de cette quantité 

le point double de la courbe de section disparaît, la région extérieure que nous avons 

précédemment dénommée d l 0 cessant d'exister : autrement dit, aucun point a n'est 

centre d'un cercle de rayon L entièrement intérieur à l'ellipse (c'est-à-dire extérieur 

à l'onde). C'est ce qui se produit évidemment à partir du moment où L dépasse le 

demi-petit axe ( 2 ) . Dans ce cas, S 2 peut rencontrer la caustique sans rencontrer de 

ligne double de la surface. 

11 . C'est sous le bénéfice de ces données géomét r iques que nous 

allons reprendre (cf. J. M . ) l ' é tude d 'une in tégra le telle que 

( 9 ) • i = y j (•„.•,, ./s, 

et de sa differentiation pa r r a p p o r t à v. J e me propose même de 

reprendre cette é tude dès le commencement , c 'est-à-dire t o u t d 'abord , 

comme dans J. M , , en l ' absence de caust iques : la m é t h o d e de calcul 

employée dans J. M . p e u t en effet être n o t a b l e m e n t simplifiée et , 

pou r le cas p r imi t ivement t r a i t é où les catist iques n ' i n t e rv i ennen t pas , 

les résu l ta t s deviennent à peu près intui t i fs m o y e n n a n t une simple 

in tervers ion de l 'ordre des in tégra t ions , la p remière d ' en t re elles 

a y a n t lieu par r appor t à la va r iab le que nous avons appelée y . 
Rappelons que nous avons , dans J . M. , appe lé fonction-unité 
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j\x. y) dxdy 

\'±y{.r • YÏ 

la fonction / con tenant , i ndépendammen t de x , y et la fonction Y, 
indépendamment de x , les pa ramèt res v, v a e t les coordonnées du 
point 2 sur la surface S a ou S'3. Au voisinage du contact extér ieur , 
c'est-à-dire lorsque le point 2 sera voisin cle l 'onde incidente t o u t 
en lui é tan t intérieur, le signe à p rendre sous le radical , dans la 
formule ( q 1 ) sera — et l 'aire d ' in tégra t ion sera déunie p a r 

o^yiY(x), 

x var iant lu i -même dans un interval le (x', x") don t les ex t rémi tés 
ont pour abscisses deux racines de l ' équa t ion Y ( Î C ) = o. Or, on peu t 
écrire 

( V ) J(*>y) — f(.x,o) + y fi {x, y ) = / „ ( x ) -1- y /., ( x, y ) , 

( 1) La notation Y n'a pas le même sens que dans J M. 

t o u t e fonction régulière non nulle au voisinage de laquelle nous nous 
plaçons, de sorte que tou te puissance posit ive ou négat ive , ent ière 
ou fractionnaire d 'une telle uni té est encore une uni té . Ajoutons 
que de telles fonctions-unités, lorsqu'elles figurent comme coeffi
cients dans l ' équa t ion d'une, courbe, se compor ten t , au po in t de v u e 
de la forme de celle-ci, comme des cons tantes . Les courbes 

a y •+- b x"- = o, a y -\- h x"' = o, a y"- -v- b x'J — o, 

où a , b , fonctions de x et de y , sont des un i tés , ont sensiblement au 
voisinage de. l 'origine, la première la forme d 'une pa rabo le ; la seconde, 
celle d 'une parabole cubique; la t rois ième, celle d 'une parabole 
semi-cubique; etc . 

11 b i s . Dans J, M . , nous avons été condui t à écrire les équa t ions 
de nos deux t races , au moins lorsqu'elles sont t angen tes ou près 
d 'être t angen tes , sous la forme (') 

( io ) ,)' = o, y \ (./ ! 

et, pa r conséquent , par un usage convenable des facteurs-uni tés , 
l ' intégrale (9) sous la forme 
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/ i é t a n t elle-même une fonct ion régulière, donc bornée ainsi que les 
différentes dérivées que nous aurons à en considérer . Rédu i san t 
d ' abord cette expression d e f k son p remie r t e rme , nous voyons 
imméd ia t emen t que la q u a d r a t u r e par r a p p o r t à y d o n n e le résul
t a t i t / 0 ( a ? ) et, p a r conséquent , la q u a d r a t u r e double , le r ésu l t a t 

Si la fonction / 0 con t i en t les p a r a m è t r e s (p r inc ipa lement le pa ra 
mèt re y) pa r r a p p o r t auxquels on v e u t différentiel 1, la dérivée corres
p o n d a n t e sera, par hypo thèse , elle-même régulière et son intégrale 
dans l ' intervalle (x', x") res tera bornée, ou sera m ê m e inf iniment 
pe t i te avec l ' ampl i tude de l ' in tégrale . Nous n ' a u r o n s donc à consi
dérer que les te rmes a u x l imites 

et nous voyons que la dérivée ^ ne pourra devenir infinie que (au 

plus) de l'ordre des dérivées 
dy dx" 

Q u a n t au second t e r m e de l 'expression ( n ) , en v e r t u de la formule 

sa differentiation n ' i n t r o d u i r a aucun t e r m e a u x l imites analogue 
à (12) et (puisque les quan t i t é s sous les signes d ' in tégra t ion sont 
supposées régulières) donnera u n résu l ta t nécessa i rement borné , don t 
nous n ' aurons pas à nous occuper. On voi t d 'ai l leurs qu'il, en serait 
encore de même si l 'on soume t t a i t la por t ion co r respondan te d ' in té
grale à u n nombre que lconque de differentiations successives. 

12. Ceci s 'applique encore lorsque les deux t races qui l imi ten t 
l 'aire d ' in tégra t ion sont f r anchement sécantes , c 'est-à-dire sécantes 
sans être au voisinage du contac t . On peu t alors, m o y e n n a n t une 
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a priori, qu'il ne donne lieu à aucune s ingular i té . Au voisinage d 'un 
tel contact intér ieur , les deux traces p e u v e n t ê t re considérées comme 
ayant l 'une des deux dispositions relat ives représentées figure l\. 
ou figure L\ b i s , l 'aire d ' in tégrat ion é t an t du côté ombré sur l 'une 
ou l 'aut re de ces figures et le signe à p rendre sous le radical , dans 
la formule (g'), é t an t + . Comme dans J . M . , nous l imiterons l 'aire 
par une parallèle y = b > 0 à l ' axe des x , t o u t e la par t i e s i tuée au delà 
de cette parallèle donnan t un résu l ta t régulier, et par deux para l 
lèles x = a,, x — a a à l 'axe des y situées de p a r t et d ' au t r e du point 
de contact . L 'ordonnée b et les abscisses oc,, a a é tan t supposées 
constantes , t o u t e la par t ie de l 'aire d ' in tégra t ion extér ieure au 
rectangle ainsi délimité donnera un résu l ta t régulier. D ' a u t r e pa r t , 
puisque la courbe y = Y (a:) est supposée passer au point considéré p 
pour les valeurs initiales des pa ramèt re s dont elle dépend, les deux 
côtés x = a,, x = a 3 parallèles à l 'axe des y au ron t pu ê t re choisis 
assez voisins du point p pour que les ordonnées correspondantes 
de la courbe soient inférieures à b , le côté du rec tangle qui a p p a r t i e n t 
à la droite y — b é tan t , pa r conséquent , en t iè rement compris dans 
l'aire d ' in tégrat ion, et cela pour tou tes les va leurs des pa ramèt res ; 

t ransformat ion ponctuel le qui ne change pas l 'axe des x , m e t t r e leurs 
équations sous la forme (10) et, d ' au t re pa r t , les deux dérivées (12) 
seront finies. Un calcul t rès analogue s 'appl ique d'ail leurs a u x cas 
où l 'une des t races est ent ièrement et « f ranchement » in tér ieure à 
l 'autre et l imite seule l 'aire d ' in tégrat ion, de sorte que l 'on a ainsi, 
sous forme manifes tement bornée, la dérivée, pa r r a p p o r t à v ou 
à t ou t au t r e pa r amè t r e , d'une intégrale du t y p e (g) t ou te s les fois 
que le point 2 est f ranchement intér ieur à l 'aire uti le S a . 

13. On pour ra i t appl iquer une marche analogue au cas du contac t 
intérieur, qui correspond, comme nous l 'avons dit , à celui où le 
point 2 est sur la pseudo-onde, cas dont nous savons d 'ai l leurs, 
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On p e u t toujours ( 1) supposer q u ' o n est dans l 'un des d e u x premiers 
cas ; mais on voi t q u e ce t te r e m a r q u e est en somme inut i le . 

(*) Dans le calcul qui nous interesse, l 'une des quantités <>m, p i a (tantôt l'une, tantôt 

l'autre) dépend des seules coordonnées du point i , pendant que l 'autre dépend égale

ment des paramètres. D'autre part, les dispositions des figures 4, 4 bis, correspondent 

suffisamment voisines des voleurs ini t iales. La p r imi t ive de ' -
\ . n . r Y ) 

é t an t 
2 1 o S I v ' ± T + \f±(y- Y)]> 

le résu l ta t de l ' in tégra t ion cor respondan te effectuée en t re la l imite 

supér ieure b et une l imi te inférieure égale à la plus g rande des d e u x 

quan t i t é s o, Y est, en t o u t e hypo thèse , 

a lo»(\ io - s • \ Ii V) Jog |Y | . 

Cette quan t i t é doit être mul t ip l iée pa r fa (x) d x et in tégrée de a, à a s . 
Le premier t e rme , différentié ou n o n p a r r a p p o r t a u x pa ramè t r e s , 
ne donne lieu à aucune s ingular i té , de sor te q u e t o u t e la quest ion 
por te sur la differentiation de l ' intégrale 

/ Jog I Y (>') I dx. 

Le calcul é t an t ainsi dirigé, on voi t qu' i l s ' appl iquera i t , non seule
m e n t a u x deux disposit ions des figures 4 e t 4 b i s , mais aussi (cf. 
J , M . , 9) aux deux disposit ions représentées figures L\ et 5 de J. M . 
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au cas où cel le des deux aires p 0 1 S o, p n g o qui est ramenée y S' 0 est celle qui 

comprend l'autre entièrement ou presque entièrement à son intérieur. Ce résultat 

ne peut pas toujours être obtenu par une transformation ponctuelle fixe. Mais il 

n'y a aucun inconvénient, pour le calcul, à introduire une transformation ponctuelle 

dépendant du paramètre, pourvu que cette dépendance soit régulière. 

Nous n ' ins is terons pas ici d'ailleurs sur ce cas du contac t in tér ieur , 

la méthode actuelle n'offrant pas alors, sur celle qui a é té suivie 

dans J. M . (S, 9), le même avantage que t o u t à l 'heure. 

14. Les systèmes de coordonnées que nous adopterons sur S,, S',, S'a 

(le cas de S'a é t an t , comme nous le ver rons , hors de quest ion) ne 
seront pas exac t emen t ceux qui nous ont servi dans J. M . Le premier 
d 'ent re eux ( / . M . , 11) sera toutefois conservé : nous supposerons 
donc que, pa r t o u t point situé sur S, ou voisin de S,, on mène une 
géodésique t ransversa le à S, j u squ ' à la rencont re avec la caracté
r is t ique r o : ce sera la longueur de l 'arc géodésique ainsi dél imité, 
mesurée avec la mét r ique H, et prise pos i t ivement lorsque cet arc 
est intér ieur à l 'onde qui sera la coordonnée y , de soxvte que les 
valeurs de cet te coordonnée en deux points correspondants (c'est-à-
dire projections t ransversales l 'un de l 'autre) pris sur S, et sur S', 
diffèrent ent re elles pu remen t et s implement de la quan t i t é cons
t a n t e v. Nous donnerons d ' au t re pa r t , à deux pareils points corres
pondan t s , la même coordonnée x . Celle-ci pourra , à cela près , être 
définie a rb i t ra i rement . 

Pour les pa ramè t r e s £, YJ in t rodui ts aux n o s 5, 6 et qui , dans le 
cas d 'une onde ré t rograde incidente émanée d 'un po in t fixe o, 
définissent une géodésique issue de ce poin t , nous pour rons p rendre 
les coordonnées x , y du point en lequel ce t te géodésique (ou, dans 
le cas du n° 7, la ligne de la congruence considérée) r encon t re S, 
[de sorte que le premier membre de (7) se rédui ra à YJ]. Ces mêmes 
quant i tés \ Y), serviront de coordonnées sur S a , d 'après la mé thode 
du n° 7. Il est bien en tendu que la correspondance entre ce sys tème 
de coordonnées et la position d ' un po in t cle S a n ' es t pas nécessaire
men t b iunivoque . Elle l 'est dans le cas qui a fait l 'objet de J. M . ; 
elle ne le sera plus si nous admet tons l ' in te rvent ion des caus t iques . 
Nous pourrons toujours exprimer, en fonction de YJ, des coordon-
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nées curvilignes A , , X2 choisies sur S., et ap te s à représenter ce t te 
surface d 'une maniè re régul ière ; mais , dans le cas des caus t iques , 
le dé t e rminan t fonct ionnel de ces expressions sera susceptible de 
s 'annuler et, avec lui , le fac teur K 2 qui figure clans l 'expression de 
l 'é lément superficiel 

(6 bis) dS«— K j <7? ih\ 

de la surface. 

C'est, en part iculier , ce qui au ra lieu a u x po in t s de rebroussement 
de la courbe de section t , numéro té s IV et VI sur la figure 3 , puisque 
le courbe représentée sur ce t te figure correspond, de p a r la corres
pondance dont il s 'agit , à la t r a c e F,, sur S,, t r a c e qu i est dépourvue 
de singularité. 

15. La méthode ind iquée au n° 1 1 b i s amène , nous l 'avons dit , 
à u n e forme t rès simple l ' éva lua t ion de l ' in tégrale (9) et de sa dérivée 
pour le cas t r a i t é dans J. M . , celui où il n'y. a pas de caus t ique et 
où, pa r conséquent , pour chaque posi t ion du. po in t 2 sur la courbe 
de section T, les deux t r aces sont t a n g e n t e s a u p remier ordre seule
m e n t . Le point de con tac t a y a n t une abscisse x p réc i sément égale, 
dans nos nota t ions , à la coordonnée \ qui définit la posi t ion d u 
point 2 sur T , la q u a n t i t é Y qui représen te l ' o rdonnée d ' une de ces 
t races ( l 'autre ordonnée é t an t nulle) sera (pour un con tac t extérieur) 
de la forme 

le coefficient A, fonction régulière cle x , é t a n t positif et non nul — 
donc ce que nous avons appelé une un i t é — p o u r x voisin de £. 

Si, à par t i r de la posi t ion que nous venons de considérer , on donne 
au point 2 un pe t i t dép lacement quelconque, la nouvel le expression 
de l 'ordonnée Y dev iendra 

( 14 ) y = _ A ( x - D * + A , ( x - £ ) - » - A 0 = - A ( x - 1 )« + ft, n ( x - 1 ) H- ft „ Ï) , 

le coefficient A. a y a n t , en général , changé de va leu r et les coeffi

cients A , , A.„ é t a n t éga lement fonctions de % r„ mais con tenan t 

nécessa i rement Y] en facteur , puisque, pour t o u t e va leur de Y a ? 

lorsque YJ est nul , la forme ( i3) , 
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15 b i s . Dans le cas que nous considérons actuel lement , le coeffi-
àY r 

cient ba de YJ dans la formule (il\), c 'est-à-dire la dérivée pou r x — ç, 

YJ = o, est nécessairement positif. E n effet, une valeur posi t ive t rès 

pet i te de Y] correspond à un point i in tér ieur à no t re aire S 2 , auquel 

correspond une t r ace y.-, qui passe à l ' intérieur de y„, de sor te que 

le coefficient en quest ion ne peut être négatif; il ne peu t non plus 

être nul, c 'est-à-dire que la t race y 2 du nouveau conoïde de sommet 2 

ne pourra pas contenir u n point a y a n t avec no t re point (£, o) une 

distance infiniment pe t i te du second ordre (par r a p p o r t à YJ pris 

comme infiniment pet i t principal , £ r e s t an t invariable) : c'est ce 

que nous avons vu au n° 3. 

16. Voyons m a i n t e n a n t comment l 'expression (i/i) sera modifiée 

lorsque nous ferons var ie r v, c 'est-à-dire lorsque nous couperons les 

caractérist iques P,, et P 2 non plus pa r la surface S,, mais p a r la 

surface S', à d is tance t ransversa le cons tan te de la première. Dans le 

système de coordonnées x , y adopté , la nouvelle t race de l 'onde 

incidente r„ au ra encore pour équat ion y — o (et, en project ion 

sur S,, y — v). Celle du conoïde P 2 sera t a n g e n t e à Ja première au 

point x = y — o et aura , par conséquent , une équat ion de forme 

analogue à ( i3) . Pour Y) différent de zéro, elle sera complétée, comme 

t o u t à l 'heure, pa r des termes de Y], soit 

(i4') Y = -~K{x~!t}y+l~1-n(x-~'0 - t - M 

et , en project ion t ransversa le sur S,, pa r le t e r m e additif v. 

Les nouveaux coefficients b u b„ (ce dernier positif) sont , a u x 

facteurs numér iques près, ceux de la formule cle Taylor : ils 

cont iennent (en général) YJ, V, mais non x , qui y est remplacé pa r 

la valeur £. A u contraire , le coefficient A cont ient en général (réguliè

rement) x . P a r contre , puisque nous cont inuons à a d m e t t r e l 'hypo

thèse y, ce coefficient est une uni té , qui a d m e t t r a même une borne 

inférieure posit ive pour toutes les posit ions du point 2 le long de 

•la ligne v et dans le voisinage de cette ligne. 

Comme nous l ' avons vu dans J. M. (13), les deux t races sur S, 

ne sont pas à combiner entre elles, mais avec les t races pr imi t ives , 

après project ion t ransversa le sur S,. Dans le calcul du t e r m e (aa) 
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ch _ dA 
a A ( * - $ ) - (x^W^+b.m 

2A~~(x - D'ià I H- A, 77 
rte J 

Ou bien imaginer que l 'on forme, si l 'on peu t , l 'expression expl i 

cite de x. 
C'est, en réalité, la seconde de ces deux mé thodes que nous emploie-

IIAllAMAnO. — J l T M T . l f . 

in te rv iendra l ' in tégrale 

( * s ) ÏM = r [„„ ,,,2 ^ = r r n * ^ ^ ( 

é tendue à l 'aire comprise en t re les lignes 

(16) r = o, ,r = Y + v; 

pour le t e rme (la), l ' in tégrale 

( i ß ' ) r M = T A v ^ d s ^ T r 7(* , <fr 

- J J- • ./ \ \ . r v H Y - .r) 

é tendue à l 'aire comprise en t re les lignes 

( t 6 ' ) j ~ v , i V = Y . 

17. D'après ce qu i a été é tabl i au n ° 11 , les dérivées des inté
grales ( i5 ) , ( i5 ' ) par rapport à v, sont du même ordre de grandeur 
que celles des abscisses des points communs aux courbes (16) ou aux 
courbes (16 ' ) , c 'est-à-dire des racines de chacune des équat ions 

(17) Y H- v = — J(x - £)*-+- F^{x - £ ) H- F 0 rj + v = 0, 

( 1 i ) Y - v = - A. ( x _ 4 - h, y) ( a , - 0 + & o r j - v = o. 

P o u r différentiel' les fonctions implicites ainsi définies, on dispose 
de deux méthodes classiques : 

Ou b ien appl iquer le t héo rème des fonctions implici tes, soit, pour 
l ' équa t ion (17) par exemple , 

dl 

(18) , U ( h 
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aX 

et, en dé r ivan t pa r r appor t à v et faisant v = o, on t rouve immédia

t e m e n t un ré su l t a t de l 'ordre de g randeur de ~> ce qui est bien le 

résul ta t que nous devions a t t endre [puisque la somme algébrique 
des dérivées que nous venons d 'évaluer (-) doit fournir, à un t e r m e 

( 1) L'emploi du théorème de factorisation permettrait de surmonter la méine 

difficulté (voir, plus loin, n° 19). 

(2) Les infinis qui interviennent dans les deux premiers termes sous le signe J j" 

de (19) s'ajoutent. 

Le contraire a l ieu au niveau de la pseudo-onde, par un mécanisme semblable à 

c e l u i q u i intervenait dans notre travail des Acta Mathematica, t. 49, n ° 21., p. a43. 

rons. Mais la première 'va nous p e r m e t t r e cle simplifier le calcul et 

cle le rendre possible (') 
Les premiers membres des équat ions (17) , (17 ' ) et, par conséquent , 

les racines que nous avons à étudier , dépenden t en effet de v de 
deux manières , à savoir pa r la présence du t e r m e explicite ± v et 
pa r l ' in tervent ion d u pa ramè t r e v dans les divers coefficients. Au 
numéra t eu r de (18), cet te deuxième dépendance se t r a d u i t pa r des 
termes tous inf iniment pet i ts : en les négligeant , on n 'a l té rera donc 
point sensiblement la dérivée cherchée. 

Le dénomina t eu r de (18) ne fait entrer la variabi l i té des coeffi

cients en fonction de v, x, que par l ' in termédiai re du t e r m e en jjt-

Ce dernier t e r m e , à son tour , en raison de la présence du facteur (a:—£), 

est infiniment pe t i t vis-à-vis de fa q u a n t i t é À, que nous savons être 

bornée infér ieurement . 

Ainsi, dans la differentiation qui nous intéresse, nous pouvons 
t ra i te r tous les coefficients A, 6 comme des cons tantes , en c o m m e t t a n t 
s implement ainsi sur le résul ta t une erreur relat ive infiniment pe t i te , 
sous la condi t ion de faire subir une a l té ra t ion convenable, elle aussi 
infiniment pe t i t e , au coefficient A. Les évaluat ions que nous nous 
proposons d 'ob ten i r pour la dérivée n 'en seront pas affectées si 
elles ne font in te rven i r que la borne inférieure de A.. 

Or, la résolut ion de l 'équat ion du second degré (17) donne 
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borné près , la va leur de p u a ] et qui suffit à justif ier , comme nous 
l 'avons v u dans J. M,, les t ransformat ions effectuées dans ce Mémoire 
et à é tabl i r la formule 

(19) <'„*= - -jfc "+• ' ' \ s = f fU I'm ' ' o s rlSt. 

18. Abandonnons m a i n t e n a n t l ' hypo thèse y et adme t tons p a r 
conséquent que la courbe cle section T p résen te u n ou plusieurs 
points de rebroussement , intersect ions -de S a avec une caus t ique . 
Les propriétés géométr iques de la figure seront alors celles qui ont 
été décrites au n° 9. Nous cont inuerons d 'ai l leurs à r a p p o r t e r les 
points de S a a u x coordonnées H, Ï] considérées au n ° 14 ; seulement 
celles-ci n ' au ron t plus , avec les points qu'el les représen ten t , u n e 
correspondance pa r fa i t ement b iun ivoque : u n po in t de S a pou r ra 
avoir, su ivant les cas, soit un , soit plusieurs sys tèmes de coor
données . 

Cette circonstance ne change d'ail leurs, en général , r ien d'essen
tiel aux calculs p récédents ou aux considéra t ions de J. M. Les 
points 2 qui a u r o n t d e u x sys tèmes de coordonnées £, Y] seront les 
sommets de conoïdes i n t e r c e p t a n t à leur in tér ieur , sur S, , des régions 
a y a n t en c o m m u n ' a v e c celle qui est in té r ieure à l 'onde incidente , 
deux aires dist inctes : u n e in tégra le telle que I„ a , I 0 2 ou JBi devra 
alors ê t re étendue success ivement à ces deux a i res ; sa differentiation 
fera in terveni r non plus deux, mais qua t r e quan t i t é s de la forme ( i3) ; 
mais celles-ci con t inueron t à relever cle l ' é tude p récéden te . 

Les seuls points qui exigent une é tude nouvelle sont les points 
de rebroussement . Nous considérerons, pa r exemple , le poin t IV de 
la figure 2, qu i pour ra év idemmen t ê t re supposé correspondre à 
l 'origine des coordonnées dans le plan des £Y], p e n d a n t que le point m 
cor respondant sera l 'origine des coordonnées sur S,. Nous l imiterons 
l 'aire d ' in tégrat ion, sur S, , à sa por t ion in té r ieure à u n pe t i t rectangle 
fixe a y a n t pour base , sur l ' axe des x , un segment (£.,, £ a) pris a u t o u r 
de l 'origine. 

L a formule de Tay lo r util isée pour r ep résen te r l 'ordonnée Y 

devra , pour \ voisin de zéro, compor te r u n t e r m e de plus, soit 
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P) S», surface d'espace, n'est certainement pas tangente à la bicaractéristique. 
( 2) Le zéro de la fonction A(Q serait, au contraire, variable avec v 8. 

x ne figurant plus, cet te fois, clans le coefficient A, mais dans lc 

coefficient H . Ce dernier sera différent de zéro même p o u r £ = o, 

sans quoi ( A , , 3) le point IV considéré serai t u n point de rebrousse

ment de la caus t ique , et nous excluons le cas où S-, passera i t pa r 

un tel poin t de rebroussement . Si nous avons pris comme sens positif, 

sur l 'axe des x , le sens de gauche à droite sur la figure 3, le coefficient 

en quest ion sera positif pour tou tes les va leurs de i qui nous in té

ressent ac tue l lement . 

Le coefficient A (courbure au point de contact) s 'annulera au 

contrai re , pou r i; = o. Ce zéro, pa r r a p p o r t à la var iable indépen

dan te \, est simple ( '), en ve r tu de ce qui a été dit au n° 2. Nous 

écrirons donc 
Y = I I ( . r — £Y+ai,(x •-%)'-, 

le nouveau coefficient a é t an t une un i té et é t a n t d'ailleurs positif, 

puisque d 'après les figures I I I -V (flg. 3), la concavi té de la ligne y 2 

passe du côté négatif au côté positif de l 'axe des x lorsque i passe 

pa r la va leur zéro en croissant. 

Conformément à ce qui a été dit au n° 1, l ' équat ion qui v ien t d 'ê t re 

écrite conserve sa forme, non seulement pour v = o, mais ( 2) lorsqu 'on 

fait var ier v. 

Pour Y] différent de zéro, mais v nul , la va leur de Y s'écrira 

(20') Y = H ( a 7 - \Y + A.(x-Çr-H- 5) H- M . A = A ( Ç , Y r t = fl5-r-ftY). 

Grâce aux r emarques faites au n° 3, nous pouvons affirmer que 

le résul ta t du n° 15 b i s subsiste dans les condit ions actuelles, c 'est-à-

dire que le coefficient bn est encore différent de zéro et même positif. 

Si enfin l 'on fait également var ier v, on aura (en project ion sur S, 

et. avec modif icat ions des divers coefficients), pour équat ion de la 

t race du conoïde P 3 , 

.y = Y = H ( * - Ç ) N - À ( * - ^ A ^ - Ç H - T U 

A = 1.(1, Y), V) = Ô £ H - b-n, 
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de sorte que les deux équa t ions en x seront 

( a i ) Y + v = H ( x — 1 )» H- I ( x \ - n (*-£)•+• b 0 n + v = o , 
( a i ' ) Y ~ v = H (a? - \y H- A ( . r _ + M O - ?) + V ) - v = o. 

Dans ces deux équat ions , on peu t simplifier l 'expression des 

coefficients A, Ä cle [x—-c;)2 p a r u n changement de var iable de la 
forme 

qui laisse fixes les poin ts de l ' axe des \ . Il est clair, en effet, qu ' on 

peu t choisir u n tel changemen t de var iable de maniè re à réduire A 

à A 'C et A à A Ç. Dans le second cas, les coefficients du changemen t 

de var iable dépendent cle v; mais , cet te dépendance é t a n t régulière, 

elle n ' appor te pas d 'obs tac le a u x calculs qui v o n t suivre. 

19. Les divers coefficients des équat ions (21) , (21 ' ) sont encore des 

fonctions de YJ, de v (pour la première d ' en t r e elles) et — pour H , H 
• die 

— de x . Mais, comme au n° 17, nous pouvons , dans le calcul de ^ > 

faire abs t rac t ion de ce t te dépendance et considérer les H , A, B , b 
comme des constantes . 

Toutefois, en vue de la sui te que nous aurons à donner à ce calcul 

a u x n o s 20, 22, il est préférable de ne pas user de ce t te faculté en ce 

qui regarde la dépendance de I I ( o u de H ) p a r l 'apport k x et d 'appl i 

quer, re la t ivement à ce t te dernière var iable , le t h é o r è m e de facto

r isat ion. Donc, dans l ' équa t ion (21 ' ) , nous remplace rons I I par son 

développement su ivant les puissances de (x — £), soit 

H -H H'(a? - * ) + H V - £)* + . . • , 

où cet te fois, I i , H ' , I I " , . . . sont i n d é p e n d a n t s de x et , opéran t 

su ivan t la mé thode de M. Goursa t ('), nous m e t t r o n s le premier 

m e m b r e de (21') sous forme du produi t d 'un facteur un i t é p a r le 

po lynôme 
U(x) = (x Llix-lY-h U a ^ ' - ^ H - U„ 

(!) Bull, Soc. math, franc., t . X X X V I , 19,08, p. 309. Nous sommes revenus sur 

ce sujet clans le même recueil , t. X L V I I , 1919 (Comptes rendus des séances, p. 
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les quant i t és U , , I L , U ; 1 é tan t déterminées pa r les équat ions 

b a t i - v - H U „ - H ' U 0 U , - H ' U 0 ( U Ï - U t ) - . . . = o, 

b,-n - HU.,— H' (U | )— U I U . , ) + H " ( U „ U 2 + U? - U, U | ) -+-. . . = o, 

a\ - I IU, - 11' ( U , -VI) - H" ( U„ - a U I U S - 4 - U i ) - . . . = o. 

L 'examen des t e rmes du premier ordre de ces équat ions mon t r e 

que U«, U, , U 2 p euven t s'écrire 

n — M - v 

U „ - H h . . . , 

(9.3) ^ U, = C i V ) - t - / t i V I/i.,= — - I - . . . , — — • 

a? , / , H" 11 ' , 

où, toutefois dans la forme donnée à IL, on suppose encore effectuée 

une t r ans fo rmat ion convenable du t y p e (2,2). Les te rmes remplacés 

pa r des points sont d 'ordre supér ieur ; et il est encore à no te r que 

ceux qui figurent dans U„ cont iennent tous en facteur celui qui est 

expl ic i tement écrit . 

Nous t r a i t e rons l ' équat ion 'il(x) = o à la manière classique, en 

faisant d ' abord d ispara î t re le t e r m e du second degré par le change

men t d ' inconnue 

(2/1) •* = — M * - t - X . 

La nouvelle équa t ion sera 

X 3 H - P X - f - Q = : 0 

avec 

(25) P = U., - Ma = ,Vo + bt v - i (g + hlVy, 

R , ... 11,11., alli! • 2 (al , 

V ' u ~ ÎT H " ' ' ' 1 A « = H H -

(le t e rme en U a p o u v a n t être incorporé aux t e rmes en Y) et en v), 
de sorte que le d iscr iminant 

( 26 ) A ' = - A = — ( /, P:> H- a 7 Q«) 
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( x) La trace de pseudo-onde satisfait à. la même condition, mais ne passe pas au 

voisinage de l'origine. 

se rédui t , pour v = o, à 

(26') A'B = - A 0 = - aa -n R, R = 27 ctt v, + +.... 

Le calcul relatif à l ' équa t ion (21) différerait u n i q u e m e n t du précé

dent pa r le changement d e signe de v et le c h a n g e m e n t de H , À, b { ) b 0 

en H, A, b,, b a . 
L'équa t ion a d m e t t rois racines réelles pou r A > o et une seule 

pour A > o. 
Comme il fallait s 'y a t t e n d r e , la va leur in i t ia le A„ du d isc r iminant , 

celle qui correspond à v = o, renferme /j en facteur . L ' a u t r e facteur, 
égalé à zéro, représente également , sur S a , un lieu de po in t s 2 tels 
que la t r ace y 2 cor respondante soit t a n g e n t e à l ' axe des ce : a u t r e m e n t 
dit , il donne à nouveau (') une par t ie de la courbe de section 1, 
qui, nous l 'avons vu , a, dans le p lan des C;TJ, d eux arcs images passan t 
à l 'origine. Le fait que ce second lieu ait avec le premier , à l 'origine, 
un contac t du second ordre ressort bien de l ' i n t e rp ré t a t i on que nous 
venons d 'en donner . P renons , pa r exemple , le cas, déjà considéré 
au n° 10, de la p ropaga t ion d 'ondes cyl indr iques ordinaires avec 
front initial su ivant une courbe régulière que lconque tel le q u ' u n e 
ellipse, c 'est-à-dire la t r ans fo rma t ion ponctue l le p a r segments de 
longueur constante L n o r m a u x à la courbe. Nous avons figuré (fig. 5) 
l 'ellipse, sa développée, project ion de la caus t ique , et sa t ransformée, 
c 'est-à-dire la courbe t . A u voisinage du po in t de r eb roussemen t IV 
de cet te dernière, c 'est-à-dire du centre de courbure en u n point m 
de l'ellipse où le r a y o n de courbure est L, u n e normale en u n po in t m ' , 
dis tan t de m d 'un arc qui sera pris comme inf in iment pe t i t pr incipal , 
passera à une dis tance d u po in t IV qui sera inf in iment pe t i te du 
second ordre et, p a r conséquent , le segment in t e rcep té sur ce t te 
normale par la courbe 1 sera, en ve r tu des propr ié tés connues du 
po in t de rebroussement , un inf iniment pe t i t du t ro is ième ordre : 
or, c'est ce segment qui est à reporter , avec u n décalage égal à L, 
pour obtenir celui qui est compris en t re l 'ellipse, front init ial , et 
la seconde courbe qu i a m ê m e image qu'elle dans la figure S a . 



4oo JACQUES HADAMARD. 

pas nul) et dont la seconde peut, au point cle vue de son intersection avec la première, 

être assimilée à une parallèle à l'axe des £, savoir 75 = — • Ces doux lignes se coupent 

ou non au voisinage cle l'origine (pour les petites valeurs de v) suivant les signes 
C II 

comparés de v et du coefficient Je = — - -\- A,. Dans le premier cas, les deux points 

Le même fait appa ra î t à l ' inspection cle la figure 3 (figures part iel les 
I I I et IV). Si, en effet, on tient compte de ce que Y est u n e fonction 
croissante de YJ, on voit que l 'un ique possibilité d ' une t r ace y ? 
coupant l ' axe des x en trois points voisins de l 'origine se présente 
pour £ voisin de zéro et négatif, b a Y| é t a n t inférieur à la va leur de Y 
qui correspond à YJ = o, laquelle est de l 'ordre de 

La région (voisine de l'origine) dans laquelle devra être si tué le 
point (£, YJ) pou r que les trois racines de l ' équat ion cub ique soient 
réelles est celle qui est comprise entre l 'axe des x e t la ligne inf iniment 
voisine R = o. 

20. Pour v voisin de zéro, mais différent de zéro, la l igne A = o du 
plan des x y aura une forme infiniment peu différente de la p récéden te 
En t o u t cas, la forme de l 'expression (26), où le coefficient de r\2 est 
essentiellement différent de zéro et négatif, mont re que si l 'on a 
t racé une parallèle à l 'axe des x à une dis tance positive, suffisamment 
pet i te , mais choisie une fois pour tou tes , ß de cet axe et pris sur ce t te 
droite, également une fois pour ton tes , u n segment (£,, L,) suffisam
ment pet i t , la quan t i t é A sera positive sur ce segment pour tou te s les 
valeurs suffisamment pet i tes de v. Pour de telles valeurs de v et pou r 
tou te va leur de £ comprise ent re ^ et £0 , le nombre des racines de 
l 'équat ion A = o voisines de zéro pour ra être de zéro ou de d e u x ; 
mais ß sera tou jours supérieur à la plus grande d 'en t re elles. 

La forme de la ligne A = o dépend de la situation relative des deux lignes P = o, 

Q = 0, dont la première (cf. 1 1 ) est sensiblement une parabole (du moins si q n'est 

Fig. 6. Fig. Ii bis. 
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d' intersect ion seront, d'après la l'orme de l'expression (26), des points de rebrousse

ment de la ligne en question (fig. 6). Il résulte de ce qui précède, que, pour v tendant 

vers zéro, l'une des deux branches aboutissant à un te l r ebroussement tendra vers 

un segment de l'axe des £ et l'autre vers un arc de la courbe R = o. 

Si, au contraire, les deux courbes P = o, Q = o sont sans point commun dans la 

région considérée, la ligne A = o comprend (fig. 6 bis) deux branches entièrement 

séparées, de part et d'autre de Q = o. 

Ces deux ligures 6 et 6 his devraient, naturel lement, être échangées l'une avec 

l'autre si l'on raisonnait sur l 'équation (21); et, d'autre part, on ne doit, dans chaque 

cas, en retenir que la partie nul le , c'est-à-dire celle qui est située dans la région n > o. 

On formera d'ail leurs l ' équa t ion du second degré qui donne , dans 
le p lan des IJYJ et au vois inage de l 'origine, les deux ordonnées de la 
courbe A = o, en a p p l i q u a n t (par r a p p o r t à vj) le théorème de facto
r isat ion à l 'expression (26). Il est préférable d ' in t rodu i re l ' inconnue Q, 
en fonction de laquelle (a5') pe rme t de développer YJ : r e p o r t a n t 
dans (25), P p rend la forme P = MQ -f N , où M est une série entière 
en Q, p e n d a n t que 

N = ( ^ + A,). - J $ * * . . ) V . . . • 

est le ternie i n d é p e n d a n t de Q, c 'ést-à-dire la q u a n t i t é ob tenue en 
r e m p l a ç a n t ïj par sa va leur en fonction de i, v t i rée de l 'équa
t ion Q = o. Dans l 'expression A = 27 Q a + \ (MQ + N)*, le t héo 
r è m e en quest ion fera a p p a r a î t r e le facteur 

(aS.) ( s >
a H-Ä.,Q + Ä„, 

où. ,v„, .v, cont iennent respec t ivement N'1 et N' J en facteur, le premier 
avec un coefficient in i t i a lement égal à j . 

Les abscisses des po in t s de rebroussement sont données par l 'équa
tion N = o, et il a p p a r a î t bien qu'elles sont réelles ou imaginaires 
su ivan t le signe du premier t e r m e de (27). 

2:1. La quan t i t é (26) est toujours négat ive et la racine réelle un ique 

lorsque les racines du po lynôme du second degré (28) sont imagi

naires. 
Si, au contraire, les racines de ce po lynôme et, pa r conséquent , 

les va leurs cor respondantes vj', Y)" d e YJ sont réelles, les racines de 
l ' équat ion du troisième degré sont tou tes t rois réelles lorsque YJ ' . est 

mllAMAMIi . — JLLUIIILI. ''I 
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compris en t re r,' et YJ". Pour des valeurs de YJ sat isfaisant à cet te 
condition, nous aurons , conformément à la m é t h o d e de résolut ion 
classique, à in t rodui re un angle ro p a r les deux relat ions concor
dantes 

O = 2 f — — ) coso), \/A'= 2 (— PVJ sin w, 

ce qui donne (en difïérentiant, comme nous savons en avoir le droi t , 
sans tenir compte de la variabil i té des coefficients) 

de» 3 dQ 

dv ~~~ dv ' 

après quoi, les racines cle l 'équat ion seront 

/ — P to -t- a fix . . .. 
( 3 9 ) -V —W — «os (,/ = o, i, a ) . 

Ici encore, la dérivée de P n ' a pas à en t re r en ligne de c o m p t e : 

et, puisque la dérivée ~~ est exac tement ou sensiblement égale à i, 

on voit que les dérivées des racines (29) sont de l'ordre de y / - p - v, 

c'est-à-dire de 

Soi V ~ P 

\l(ri — ri')[ri"—ri) 

La cont r ibut ion de cette région du p lan des EYJ (pour u n e valeur 
déterminée de v) à l ' intégrale destinée à représenter p 0 3 s 'obt ient 
en mul t ip l iant pa r 

li» r/£ dr, 

et in tégran t : cet te contr ibut ion est finie, comme on le vo i t sans 

même avoir besoin de teni r compte du n u m é r a t e u r <J — P de l 'expres

sion (28) ni du facteur K 2 (que nous avons v u s 'annuler pour £ = Y] = 0 ) , 

puisque l ' intégrale, f - df] - = a la va leur TC. La convergence 
-V. — -n ){n — fi) 0 

est, de plus, uniforme pour tou tes les valeurs (suffisamment pet i tes) 
dev . 

22, Dans, la région A > 0, nous aurons , pou r not re équat ion du 



HYDRODYNAMIQUE. 4°3 

troisième degré, la rac ine un ique 

T, , T 2 é t an t les racines de l ' équa t ion du second degré 

T*-+- (JT - = o. 

L'un quelconque des deux termes ainsi écri ts a p o u r dérivée 

(en v e r t u de l 'équat ion p récéden te , e t en c o n t i n u a n t à ne considérer 

comme var iable que le t e r m e v expl ic i tement décri t) 

3 f/v — 3 a T H- Q v -J/Â' 

dérivée que nous aurons à in tégrer soit dans l ' in terva l le (0, (3) (si 

les. ordonnées r \ ' , Y)" de la courbe A = 0 son t imagina i res ) , soit dans 

la pa r t i e de cet in terva l le ex tér ieure à (Y]', 'f]"). Ici encore, il nous 

suffira de noter que la dérivée que nous venons de former ne cont ient 

d ' au t r e dénomina t eu r que \/A ou, ce qu i rev ien t au même, la 

racine carrée du po lynôme (28). Or, la p r imi t ive , p a r r appor t à YJ, 
ou (ce qui revient au m ê m e , à des facteurs bornés près) p a r r a p p o r t 

à Q, de 

\ '(,) a~i- ( ) + «„ 

est 

expression où les signes se cor respondent , mais p e u v e n t toujours 

être choisis de manière que, dans l ' a rgumen t du logar i thme, les 

deux'termes a ient lé m ê m e signe. Si l 'on p r e n d ce t te p récaut ion , le 

logar i thme por te ra sur u n e q u a n t i t é bornée supér i eu rement (son 

m a x i m u m a y a n t lieu p o u r YJ = ß ou p o u r YJ = 0) et don t la borne 

inférieure ne sera a u t r e que la racine carrée d u d i sc r iminan t D du 

po lynôme (28). Or, D = ± (sj —4*0) ,ae diffère que p a r un, facteur 

un i té "de" N*, de sor te que nous n ' avons f inalement à opérer que sur 

l ' i n t é g r a l e ^ l o g N ^ , laquel le est bien convergen te , et cela unifor

m é m e n t pou r t ou t e s les va leurs dé v. 
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23. Les remarques des n o s 5-7 p e r m e t t e n t de simplifier les 
considérations de J. M . (16) relatives aux te rmes obtenus en p r e n a n t , 
dans la formule (F , ) , le t e rme ( b ) . On v a voir que ces t e rmes n ' i n t ro 
duisent aucune difficulté nouvelle et, pour t o u t e disposit ion de la 
figure, re lèvent de ce qui a été dit ci-dessus. 

Dans la formule (F), le t e rme (a) est la dérivée, par r a p p o r t à v, 
de l ' intégrale (5 b i s ) é tendue au domaine fixe S, (le po in t i ' é t a n t 
considéré comme défini par sa project ion t ransversa le sur S., et sa 
distance t ransversa le v à S.,); le t e r m e (b) est la dérivée de l ' in té
grale (5), laquelle est également é tendue à u n domaine fixe si l 'on 
définit le po in t i ' pa r v et les coordonnées £, Y) du. n° 5 ou du n° 7. 
Moyennant ces choix de variables, les deux quan t i t é s à intégrer ne 
cont iennent que des singularités i ndépendan tes de v. 

Dans les deux quant i tés en quest ion, nous avons à remplacer u , 
ou ty. un iquemen t par la par t ie (b) de sa va leur (F, ) , laquelle est 
une dérivée pa r r appor t à v a. Donc, les deux t e rmes considérés seront 
de la forme 

les intégrales é t an t étendues à des domaines fixes et les differentia
tions se faisant dans les conditions classiques. Dès lors, l ' in te rvers ion 
des differentiations, soit, 

(ab) — —j-—> (bb) — - ^ 

a v e c 

se fera également dans les conditions classiques. Or, les intégrales J , , J a 

ne diffèrent de celles qui ont été t ra i tées dans ce qui précède que 

De cet te uniforme convergence, t a n t dans la région d > o que 
dans la région A < o. il suit , comme on sait , que la differen
t ia t ion pa r r a p p o r t à v, sous les signes de quad ra tu re , est légi t ime, 
et c'est t o n t ce qui nous étai t nécessaire pour é tendre au cas actuel 
les conclusions des n o s 13-15 cle J. M . 
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pa r le changement de wa en u., et de S 2 en S 2 . La ques t ion est donc 
t o u t e résolue à leur égard, e t l 'ensemble des t e r m e s (a, b), (b, b), (c, b) 
donnera 

v w é t a n t l 'expression ( ig) dans laquelle le p o i n t 2 est r emplacé 
p a r 2 ' . 

Ce r a i sonnemen t s ' appl ique t a n t au cas t r a i t é dans J. M . q u ' à 
celui qui v ient de nous occuper . 

24. La même m a n i è r e de procéder p e r m e t de combler une lacune 
que nous avions laissée subs is ter dans u n p r é c é d e n t Mémoire des 
Acta Mathematica (') consacrée aux équa t ions à q u a t r e var iab les 
indépendan tes . Nous avions résolu pour ces dernières , dans le t r a v a i l 
don t il s 'agit, le p rob lème cor respondan t à celui que nous, avons 
t r a i t é dans J, M . , , c 'est-à-dire que nous av ions e x p r i m é les pa r t i e s 
cons t i tuan tes V0* et V 0a de la solution é lémenta i re re la t ive a u x 
points 0 et 2 en fonct ions des quan t i t é s ana log ues v n 1 , 
m o y e n n a n t in t ég ra t ion sur S, p a r r a p p o r t a u x coordonnées du 
po in t 1. Mais nous avions à cet effet ra i sonné exc lus ivement sur les 
t e rmes con tenan t les va leurs de la fonct ion cp, second m e m b r e de 
l ' équa t ion donnée , clans la région T a compr ise en t re S, et S». 

Les te rmes c o n t e n a n t les valeurs de u a ' (ou encore de L.j, u 2 ) le 
long de S a d o n n e n t lieu à des calculs e x a c t e m e n t ident iques a u x 
premiers . 

Mais il n ' en est pas de m ê m e de ceux qui con t i ennen t les va leurs 
de u a (sans facteur L) et pou r lesquels les opéra t ions semblent au 
p remie r abord plus compliquées . 

E n réal i té , ce dern ier cas se r a m è n e au p r é c é d e n t p a r une m a r c h e 
t o u t analogue à celle que nous venons d ' i nd ique r pou r les équa t ions 
à t rois var iables . Il suffit, en ce qui concerne le passage de S 2 

à S i , de prendre la formule de résolut ion du p rob lème de Cauchy 
sous la forme (29 bis) de nos Leçons d e Yale (*), soit , pu i sque m = 4, 

(*) Tome X L I X , 1926. 

( a) N ° 144, p . 3 n de l'édition française. La notat ion des divers termes est aussi 

voisine crue possible de celle cle Ax; mais nous les avons rangés dans un ordre plus 

logique et mieux adapté au raisonnement actuel, 
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(a): 

(c')=:--J y V.,, (« :_ ,+UM, iöfS s, i./" i - f y V „ i « ; , - + L , « « ) ^ . 

< - = Ä / / / — • • 

Les te rmes (a), ( i) sont les mêmes que ceux qui figurent, avec la 

même nota t ion , clans les formules (2) et (2') du Mémoire A , (Mémoire 

des Acta Maihemalica qui vient d 'ê t re cité). Les t e rmes le'), (f) se 

déduisent des précédents par le c h a n g e m e n t de 9 en u,z + L 2 u 2 , 

de T 2 en S a , des in tégrat ions quadrup les en in tégra t ions t r iples et, des 

intégrat ions t r ip les , en in tégra t ions doubles . Mais, de p lus , on passe 

également su ivant une loi t rès simple de ces t e rmes a u x t e rmes 

restants ( b ' ) , (e') : on doit remplacer u'a + L s u â pa r u , et, d ' a u t r e 

part , appl iquer la differentiation en dehors des signes de quad ra 

ture . Telle est l 'expression u, à laquelle, pour arriver à u , , on doit 

appliquer, le long de S,, la formule de résolution, que l'on 

peut d 'ail leurs également p rendre sous la forme p récéden te ; les 

termes ( b ' ) , ( e 1 ) et aussi, comme p récédemment , (c') et (/') (pour la 

par t ie qui ne cont ien t pas L) seront des dérivées par r a p p o r t à v. 

Ici encore, les intégrales ainsi différentiées é t an t relatives à des 

domaines fixes, si l 'on applique à (b') et à (e') la méthode du n° 5 

ou du n° 7. Dans ces conditions, si, après avoir formé les t e rmes 

(3a) (n'a), (c'd), (fa), (f'd), (//a), (b'd), 1 «'«.), (e'd), 

dont le calcul a été incliqué clans A , et, d 'une manière t o u t iden t ique , 

(cV), (c'f), (fc'), (/'/'), (b'cf), (///'), (e.'c>), (e'f), on passe a u x t e rmes 

(c'b'), (c'e>), ( / ' / / ) , (fa1), ( / / / / . ) , ( / / * ' ) , ( .« ' / / ) , ( « V ) , 

ceux-ci seront de forme tou t analogue à ( 3 i ) ; et c'est en ver tu des 

règles classiques que l 'on pourra faire sort ir la differentiation ~ 
. . . . . . (h* 
4,es signes de quadra tu re , en l ' in terver t i ssant , au besoin, avec la 
differentiation pa r r appor t à v. 

m, = 2, 
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Moyennan t ce t te t r ans format ion , les expressions soumises à la 
differentiation en v a son t iden t iques a u x te rn ies (32), a u changemen t 
près de uü-r-h3Ua en u a , et re lèvent , p a r conséquen t des mêmes 
calculs. 

E n u n mot , la va l eu r de Vl]2, fournie pa r la formule ( Ï A ) ( N ° -L9) 
d u Mémoire cité Ax et la va leu r de V o a donnée a u n° 20 du m ê m e 
Mémoire p e r m e t t e n t de cons t ru i re la va l eu r u«, solut ion du p rob lème 
de Cauchy, à p a r t i r des données por tées pa r S a , a b s o l u m e n t c o m m e le 
p e r m e t t a i e n t V[U, V 0 , à p a r t i r des données sur S , . C'est ce qui ne 
ressor ta i t pas des calculs du Mémoire en ques t ion . 



UN CAS S I M P L E 

Uli 

D I F F U S I O N D E S O N D E S 

{Recueil mathématique de Moscou, I . 4 1 , i t ) i ) / j . i 

Les études que j ' a i consacrées dans ces dernières années au pr in

cipe de Huygens (') m 'on t fourni une première réponse, impar fa i t e 

encore, à la quest ion de la diffusion des ondes, c 'est-à-dire à la 

question de savoir si l 'onde qui propage une pe r tu rba t i on ini t ia

lement l imitée dans le t emps et dans l 'espace (mais a rb i t ra i re à cela 

près) laisse ou non , après son passage, une pe r tu rba t ion résiduelle. 

On suppose que le phénomène est régi pa r une équat ion linéaire 

aux dérivées partielles du second ordre. 

La réponse peu t être immédia tement donnée lorsque l ' équa t ion 

aux dérivées partielles est à un nombre impai r de variables indépen

dantes . Les équat ions de cette n a t u r e donnen t toujours lieu à 

diffusion. 

Dans le cas où le nombre m des variables indépendan tes est pair , 

la condition nécessaire et suffisante pour qu'i l n ' y ait pas diffusion 

(quelle que soit la forme de la pe r tu rba t ion initiale) est que la 

« solution élémentaire » ('-) manque de t e r m e logar i thmique . Pa r 

contre — et c'est en cela que la réponse est incomplète et demande 

( 1) Voir mos Lectures on Cauchy's problem ou la traduction française (Paris, 
Hermann, liv. IV, IQ32); Bull, Soe. math, de France, t. LTI, 199,4. 

(2) Voir l'ouvrage cité, liv. II, 
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( l ) Un jeune géoinèlre polonais. M, MaMlii.sson, annonce avoir résolu la quest ion. 

i i . v i i A M A i n i . i i i m i . K . "<i 

à êt re améliorée (') — on ignore, pour m — 4, ß, quelles sont, 
t o u t e s les équa t ions a u x dérivées • partielles qui sat isfont à cet te 
condit ion : on sait seu lement que tel est le cas p o u r 1'equation des 
ondes spliériques et ses analogues (donc aussi pou r leurs t ransfor
mées simples). 

L 'exemple sur lequel je voudra i s a t t i r e r l ' a t t e n t i o n est relatif au 
cas de m = 2 . Dans ce, cas, la solut ion é lémenta i re ne p e u t pas 
m a n q u e r de t e r m e logar i thmique,- le coefficient du loga r i t hme n ' é t a n t 
au t r e que la fonct ion classique qui figure dans la m é t h o d e de R i e m a n n . 
Il eu résulte que le p h é n o m è n e de la diffusion doi t exis ter tou jours 
dans ce cas. C'est d 'ai l leurs lui, on le sai t , qui a donné lieu à la 
découver te du p h é n o m è n e , à l 'occasion cle l ' équa t ion des té légra
phistes : il se manifeste pa r u n « effet nuisible » que l 'expérience a 
révélé avan t m ê m e qu'il eût é té p révu p a r la théorie. 

Mais qu 'arr ive- t - i l , à cet égard, pour l ' équat ion la plus simple 

i, ) ri- u 1 (Y- u 

Ow- a'- dt-

(équiva len te à j^-ft, ~ o ) , celle qui gouverne , p a r exemple , les 

v ib ra t ions t ransversa les des cordes et les v ib ra t ions longi tudinales 
des t u y a u x sonores ? On est hab i tué à considérer ces phénomènes 
comme le t y p e le plus é lémentaire cle p r o p a g a t i o n d 'ondes , et il 
est i n a t t e n d u cle les voir se compor te r de man iè re moins simple que 
ne le font les ondes spliériques. 

Tel est pourtant , nécessa i rement le cas, d ' après ce que nous venons 
de dire. La théor ie générale permet, sans difficulté de préciser, en 
p a r t a n t de la forme connue de la fonction cle R i e m a n n , iden t ique 
m e n t égale à l ' un i té p o u r l ' équat ion précédente . Mais il est bien aisé 
aussi cle m e t t r e en évidence le résul ta t sur la solut ion classique du 
problème, telle qu'elle est connue depuis d 'Â lember t et Euler . 

Il convient de ra i sonner exclus ivement sur le p rob lème cle Cauchy , 
ce qui oblige à ne considérer que la seconde des d e u x i n t e r p r é t a t i o n s 
ci-dessus ment ionnées , afin d 'évi ter l ' i n te rven t ion des ex t rémi tés . 
Nous considérons clone u n t u y a u sonore rect i l igne et i l l imité dans 
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Les fonctions g et //. é t an t supposées données pour tou tes les va leurs 
réelles de la var iab le x , on sait qu 'on en dédui t i m m é d i a t e m e n t les 
deux fonctions cp et <\> qui figurent dans l ' intégrale générale 

« = <jp(a? 4 - al) H- ty(x fil ) — [«HX.) + <|>(YY| 

de l 'équat ion (i), savoir 

d- ( Y ) = - # ( Y ) — f h (y) dy, 

a dés ignant une constante fixe que lconque qu 'on peu t , dans la 
quest ion actuel le , rendre égale à —- oo. 

La ques t ion qui nous intéresse se pose lorsque les fonctions g (x) 
et h{x) sont supposées iden t iquement nulles pa r tou t , excepté dans 
un pe t i t in terval le déterminé (x', x") : ceci en s ' imposant des condi
tions de con t inu i t é a u x ext rémités de cet interval le , p a r exemple , 
que g et h s ' annulen t dans ces ext rémités ou, plus res t r i c t ivement 
encore, s ' annulen t ainsi que tou tes leurs dérivées jusqu 'à un certain 
ordre p . 

Conformément à la discussion générale qui résout un te l p rob lème 
et qui est bien connue en ce qui concerne l ' équat ion des té légraphis tes , 
l ' é tude du phénomène , pour u n po in t donné x = x 0 du milieu e t .à 
un i n s t a n t donné t = i n , doit dist inguer trois cas. 

Premier cas, — (xü, ta) est hors a"onde avec la pe r tu rba t ion ini t iale, 
c 'est-à-dire qu ' à l ' ins tan t i„ l'effet de celle-ci ne peut pas se faire 
sentir au po in t x — x„ : c'est ce qui a lieu pour 

./,'„ < — al,, o u . x0 > - i - al,0. 

On a alors u == o (soit que les t e rmes in t ég raux qui figurent dans 

les deux sens don t on donne in i t ia lement , c 'est-à-dire pour t — o, 
le m o u v e m e n t , en se donnan t , à cet i n s t an t , les déplacements (longi
tud inaux) et les vitesses initiales, également longi tudinales , soit 

u(x, o) = g(x), 
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les formules (2) soient nuls tous deux, ainsi que l 'est la fonction g, 
soit que ces deux t e r m e s se dé t ru i sen t ) . 

Deuxième cas. — (x(l, tQ) est en onde avec, la p e r t u r b a t i o n ini t ia le , 
c 'est-à-dire qu ' à l ' i n s t an t t0 l 'une des d e u x ondes qu i p ropagen t ce t te 
p e r t u r b a t i o n est en t r a i n de passer a u po in t d 'abscisse x u . 

Troisième cas. —• (œ„, £,,) est sous onde avec la p e r t u r b a t i o n in i t ia le , 
c 'est-à-dire qu ' à l ' i n s t an t tu, l 'une des d e u x ondes a déjà passé en x 0 

et a dépassé ce po in t . Dans ce dernier cas la q u a n t i t é 

V„ =.*•„• a l „ 

est inférieure à x ' , mais la q u a n t i t é 

est supérieure à x " . 

Les deux quan t i t é s g(X„) , g(Y„) se ron t donc nulles dans nos 
hypothèses , et il en sera de m ê m e du t e r m e in tégra l qu i figure dans 
la seconde formule (2). Mais celui qui figure dans la valeur de 9 ( X 0 ) 
est au contraire différent de zéro : il se r édu i t à la cons tan te 

C—-L.I ll{ x ) d.r, 
a a J , , 

Telle est donc la va leur résiduelle cle u, après le passage de l 'onde . 
Si, comme nous l ' avons supposé, il s 'agit d ' un t u y a u sonore, ou vo i t 
qu ' ap rè s le passage de l 'onde, les molécules aér iennes rev iennen t 
au repos, mais non pas dans leur posi t ion p r imi t ive . T o u t e la po r t i on 
de t u y a u comprise en t r e les deux ondes qui p r o p a g e n t , vers la 
dro i te et vers la gauche respec t ivement , la p e r t u r b a t i o n in i t ia le , 
au ra subi une t r ans l a t i on d 'ensemble , de g r a n d e u r C. Cet te q u a n t i t é C 
est en général différente de zéro, m ê m e en t e n a n t c o m p t e des h y p o 
thèses de cont inu i té faites sur les fonctions g et h . 

Dans t o u t p h é n o m è n e régi p a r une équation, de la forme (1 ) , les 
ondes doivent laisser après leur passage u n effet résiduel constant , 
donné pa r la loi que nous venons d 'ob ten i r . 
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